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本 书 分 两 部 分 . 

第 一 部 分 是 纯 代 数 的 . 它 的 目标 是 有 理 数 域 上 二 次 型 的 
分 类 (Hasse-Minkowski 定理 )， 这 工作 在 第 四 章 完 成 。 前 三 
章 令 述 某 些 预 备 知 识 : 二 次 互 反 律 , p-adic 域 , Hilpert 符号 ， 
第 五 章 是 将 上 述 结果 用 于 判别 式 为 . 土 1 的 整 二 次 型 ， 这 种 二 
次 型 出 现在 模 函 数 、 微 分 拓扑 和 有 限 群 等 各 种 问题 中 . 

第 二 部 分 (第 六 章 和 第 七 章 ) 采 用 “解析 "方法 (全 纯 函 数 ) , 
第 六 章 给 出 Dirichlet “算术 级 数 中 的 素数 定理 ”的 证 明 ; 在 前 
一 部 分 (第 三 章 $2.2) 的 一 个 关键 地 方 曾 经 用 过 这 一 定理 ,第 
七 章 处 理 模 形式 , 特别 是 Theta 函数 .这 里 再 次 出 现 第 五 章 
中 的 某 些 二 次 型 , 

这 两 部 分 的 材料 来 源 于 1962 年 和 1964 年 国立 高 等 学 校 
(Ecole Normale Supérieure) 大 学 二 年 级 讲义 ，J.--J. Sansuo 
(第 一 到 四 章 ) 和 J-P. Ramis 与 G. Ruget( 第 六 .七 章 ) 将 这 
些 讲义 作 了 修订 , 写成 了 笔记 ， 这 些 笔 记 对 我 是 很 有 益处 的 ， 
在 这 里 我 得 向 这 些 笔记 的 作者 表示 谢意 . 
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第 一 部 分 


代数 方法 


第 一 章 有 RR 


下 面 所 考虑 的 域 全 是 可 交换 的 . 


81. 一 般 结 果 

1.1. 有 限 域 

设 下 是 一 个 域 ，2 在 下 中 的 象 是 一 个 整 环 ， 从 而 同 构 
FZ REZ, Hp p 为 素数 ; 它 的 商 域 同 构 于 @ 或 者 

2/pZ=¥,. 

在 第 一 种 情形 下 ， 称 区 为 特征 零 域 ; 在 第 二 种 情形 下 , SE 
为 特征 2 域 . 

E 的 特征 记 成 ohar( 尼 )， 如 果 ohar(K)=p+0, RR p 
也 是 满足 ”It=0 的 最 小 正 整数 mw。 

SI ”如果 ohar(K) =p, Wäi o: ct: 是 到 其 子 
H E? Em, 

证 RNA oley) =o(z)o(y)， 进 而 ,如 果 0<%<p, 则 


二 项 式 系数 (了 )=0Cmodz)， 由 此 得 到 


ow+Y) =0 (Œ) +0 (y); 
从 而 c 是 一 个 同 态 、 此 外 , o 显然 是 单 射 . 
定理 1 o ARRE 的 特征 是 素数 2 六 0， 如 果 
f= [K:F,;], 
则 E 的 元 素 个 数 为 =p. 
i) 设 2 ARA, Hg- >Ap KAR. E HR 


征 2 的 代数 封闭 域 ， 则 O 存在 唯一 的 & ATR EF, CRE 
多 项 式 X E 的 根 所 构成 的 集合 ， 

i) 每 个 g=2 元 有 限 域 均 同 构 于 Fo. 

证 如 果 下 是 有 限 的 , 它 不 能 包含 域 @， 从 而 它 的 特征 
是 素数 bp， 如 果 了 为 扩张 EIER, 的 次 数 ， 显然 Card(K) =p, 
这 就 得 到 站 . 

另 一 方面 , 如 果 O 是 特征 2 的 代数 封闭 域 ， 上 面 的 引 理 
表明 映射 sr we (on, TIR Q 的 自 同 构 ,这 是 因为 此 映 
射 是 自 同 构 c: zhH> zz 重复 了 次 (注意 由 于 Q 代数 封闭 , 从 而 
0 是 映 上 )， 因 此 对 于 wh> të ED 形成 的 一 
个 子 域 了 6， 多 项 式 了 "一 五 的 微 商 是 

GEET D p t Xni = s], 
即 不 为 零 ， 由 于 Q 代数 封闭 ， 这 导致 X-A gR 
根 , 于 是 Gard (Fo) =q, 反之, 如 果 玉 是 人 2 的 g 元 子 域 , 则 
K 内 非 零 元 素 组 成 的 乘法 群 下 "有 0- 工人 个 元 素 ， 于 是 车 
eck", Hai Zeck, 则 wr 一 ws， 这 表明 下 包含 在 
之 中 。， 由 于 Card(K) 0ard 《Fr), 我 人 有 K =F, 这 就 
TR T i) AWE, 

由 这 及 每 个 好 TRIIR O 中 (因为 02 代数 圭 闭 ) 
这 一 事实 即 可 得 到 ii). 


1.2，、 有 限 域 的 乘法 群 

设 p 为 素数 , 了 为 之 1 的 整数 , gp, 

定理 2 ARR E KURER EF 是 gq 一 1 阶 循环 群 . 

证 ”如果 4 之 1 为 整数 ,以 上 (四) 表示 Enler 人 函数 , 即 满 
是 1<w<q 并 且 与 8 互 素 的 整数 % 的 个 数 ( 换 甸 话 说 ， 即 在 
Z/dZ 中 的 象 为 该 群生 成 元 的 GO, Ked), 显然 a 阶 


循环 群 的 生成 元 个 数 为 ED. 

引 理工 者 ">! 为 整数 ， 则 n= $(a) (注意 符号 dln 
表示 4 整除 办. 

证 如 果 dln， 令 Cu 表示 2/n2 中 唯一 的 & 阶 子 群 ， 而 
以 Ds 表示 Cu 的 生成 元 集合 . 由 于 2/nZ 中 每 个 元 素 均 生成 
某 个 Cs， 从 而 群 Z/n2 是 所 有 Pi 的 非 交 并 集 ， 于 是 我 们 有 

n= Card (Z/nZ) = X; Card (Da) = 名 $0). 

引 理 2 S HAr ARE BER n WENA Fa, 
集合 WEH |=} 至 多 有 4 个 元 素 ， 则 五 必 为 循环 群 . 

证 设 4 为 n 的 因子 。 WREE HERH, Wë 
4 生成 的 子 群 (%) = {1, ae, zx 中 是 a 阶 循环 群 。 按照 假 
设 ， 使 多 一 工 的 每 个 元 素 9%E 互 均 属于 o) (特别 地 , 五 中 所 
有 阶 元 素 都 是 42) 的 生成 元 ), 而 它们 共有 (0) 个 ， 从 而 五 
中 4 阶 元 素 的 个 数 或 者 为 零 或 者 为 Ad, 如 果 对 某 个 4 的 
值 该 数 是 零 ， 则 公式 gef pd) 表明 H 中 元 素 的 个 数 <m， 
这 与 假设 相 矛 盾 ， 特别 地 , H 中 存在 着 w 阶 元 素 w% Dm H 
即 为 循环 群 (2) . 

将 引 理 2 AF H-E, 和 %=29 一 工 即 得 定理 2, 因为 次 数 
为 4 的 方程 w=1 在 Fo 中 至 多 有 a 个 解 ， 

SZ ”由 上 述 证 明 可 知 更 一 般 地 ， 一 个 域 的 乘法 群 的 每 个 
有 限 子 群 都 是 循环 群 . 


$2. 有 限 域 上 的 方程 
设 9 为 素数 p 的 方 赛 , 而 K 为 gq 元 域 . 


2.1. ARM 
引 理 ” 设 v>0 为 整数 , 则 和 式 


o A ew 


A_ TI “u> Rgt) up}, 
7 di 在 相反 情况 下 . 
( 当 u=0 时 ， 即 使 g 一 0, 也 都 规定 2*==1.) 

E mR u=, 和 式 中 每 项 均 为 二 由 于 的 特征 为 2， 
从 而 SCX = 一 91 一 0， 

musl, 并 且 (4—1) lu, Dor, 而 当 2 关 0 时 =l, 
从 而 S(X”®) = (g-i) 1= i, 

最 后 ， 如 果 u>, 且 (9 一 了 人, 根据 定理 2 K* 是 gq 一 1 
阶 循环 群 , 从 而 存在 YEK", W yA, FEE 

S= Der DSF), 


即 (一 y)S(X*") 一 0， 从 而 推 得 SC(X 一 0. 
( 另 证 ”利用 如 下 事实 : 如 果 d>2 d 与 2 互 素 ， 则 4 次 
单位 根 之 和 为 零 .) 


2.2. Chevalley 定理 

定理 8(Chevalley-Warning) B fa€ K [Xa 0, Xn] 
是 nn 元 多 项 式 , D degfa<n 而 六 是 它们 在 K” 中 的 公共 堆 
点 集合 , 我 们 有 

Card (V) =0 (mod p), 

证 $P- (L-A, ek, 如 果 eE, WER 
Ja(w) 均 为 零 ， 从 而 卫 (w) 一 1; 如 果 2 后， 则 必 有 某 个 六 人) 
不 为 零 , 从 而 faw) =i, 于 是 了 (w) =0， 因 而 了 是 集合 V 
的 特征 函数 。 如 果 对 每 个 多 项 式 f, 记 5S(f) 2 Se), R 
们 有 " 

Card (F) =S(P) (mod p), 
于 是 将 问题 归结 为 证 明 SP)=0, 


现在 由 假设 之 degfa<n 可 知 : deg P<n(g—1), Mm P 
是 单项 式 vu 也.… 邓 各 的 线性 组 合 ， 其 中 SZu-atg- 11 
只 需 证 明 对 于 每 个 这 样 的 单项 式 En SR =0， 而 这 一 
点 由 引 理 即 可 推出 , 因为 至 少 有 一 个 人 <9 一 二 

系 工 如 果 之 deg fa<n, FHEA fa 都 没有 常数 项 , 则 
jj 有 非 平 凡 的 公共 零点 . 

证 ”这 是 因为 车 RÆ {0}, W 对 Card(P ) ， 

系 可 以 用 于 当 f 都 是 齐 次 多 项 式 的 时 候 ， 特 别 有 

系 2 每 个 至 少 有 3 个 变数 的 二 次 型 在 玉 上 都 有 非 平 
几 零 点 . 

《用 几何 的 话说 , 就 是 有 限 域 上 的 每 个 二 次 超 曲 面 都 有 有 
HA.) 

$3. 二 次 互 反 律 

3.1. F, 中 平方 元 素 

设 Y 为 素数 2 AT. 

定理 4 (a) 如 果 p=2, M E, 中 每 个 元 素 都 是 平方 元 
素 . 

(bi néi P 的 平方 元 素 形 成 Bi 的 指数 为 2 的 
子 群 , 这 个 子 群 是 同 态 

ggd RJ 
的 核 .〈 换 名 话说, 我们 有 正 合 列 
1 一 了 2 一 了 一 { 士 十 -> 工 ) 

证 情形 (a 从 2“F> 妇 为 了 ae 的 自 同 构 这 一 事实 即 可 推 
出 。 

对 于 情形 (b), 令 0 为 了 的 代数 闭 包 ， 如 果 wEFi, 令 
YER, Èy =s, RIA 


wf A1 (因为 w+- 了， 
ITET HIFKE, KERRIE, M yi 


=1, PEFP yos T np om, 由 于 F Eai 
环 群 , 从 而 Fz? 的 指数 是 2. 


3.2. Legendre 符号 (基本 情形 ) 

定义 Jain, oC RL ohy Legendre 符号 (2) 
是 整数 人 3 = Hl, 

为 方便 起 见 , Lin 从 而 将 (如) 扩充 到 Ess 
元 素 上 .并 且 对 于 wE2, Fo ARAR o CF, 则 记 作 


我 们 有 LIT 让 Legendre 符号 是 “特征 ”( 见 
第 六 章 8 力 正如 定理 4 中 所 表明 的 ，(2) ~ 工 等 价 于 “E 
E. Mäe, e EE 的 代数 闭 包 中 有 平方 根 多 W 
Ger 
Za 
EE 计算 (全 )， 
En 为 奇 整数 L e), o) H Z/22 中 的 元 素 , 定义 为 


Dt )= 2 -全 如 果 GER (mod 4), 
“= l1, 如 果 n= 一 1 (mods), 
_ 0, WẸ n= +1 (mod 8)， 
vide g= mod?) = 1. 如 果 w= 土 5 (mod 8)， 


en. Kane (Z/42)* 到 2/2Z2 LAWAS: X H ii o Æ 


e 7 。 


(Z/82)* 3) Z/22 上 的 同 态 .] 
， 工 8 一 工 el ss 2 

定理 5 i) Gi ii) => = (1, ii) (5) 
=(=, 

证 ”只 有 最 后 一 个 公式 值得 证 明 ， 令 为 F, 之 代数 闭 
包 @ 中 的 一 个 8 次 本 原单 位 根 . 元 素 y=0+an, 满足 内 一 2 
(HHH a= 一 上 可 知 只 十 一 0). 我 们 有 

%2 一 02 十 0 了. 
EECHER 
果 2= 士 5 (mod 8), 我 们 发 现 

y= +a = — (atat) = —y, 
(这 又 是 从 at= 一 工 推出 来 的 . ) 由 此 得 到 yte, 从 而 证 
明了 ii), 
注 定理 5 可 以 表达 成 下 面 的 方式 : 
一 1 是 modp 平方 数 e p=1 (mod 4), 
2 是 modp EF% cap LI (mod 8)， 


8.3. 二 次 互 反 律 
设 ! 和 2 是 两 个 不 同 的 奇 素数 ， 
定理 6 (Gauss) E 一 (lem, 
证 设 呈 为 了 ,的 代数 闭 包 wEQ 是 7 次 本 原单 位 根 , 


如 果 wEF,， 因 为 刀 =1， 从 而 元 素 w 是 可 以 定义 的 。 于 是 
我 们 可 以 作成 Gauss A; 


SL 
引 理工 vi 1. 


(记号 1 也 表示 1 ERF, 中 的 象 . ) 
证 ”我们 有 
e SL Sarl SSC 
MEF ta, 


(BEC 


而 mme Star, 
1— utt 
其 中 Co 一 总 ( i L 


mRu=0, 0o= Billie HE {1}, 
tEF?) 


从 而 有 
EECH 


这 是 因为 在 F 中 平方 元 素 和 非 平方 元 素 有 同样 多 个 。 于 是 
Ki Cu"=l-1- 5 ap 


此 即 证 明了 引 理 , 
引 理 2 sel 
证 由 于 的 特征 是 p, 我 们 有 
EE EE EE 
Am y= (4). 
现在 可 以 证 明定 理 6， 由 引 理 1 和 和 引 理 2, 有 


(Ziel 


而 定理 5 的 第 二 部 分 表明 


( SEH Sé )- (一 四 ss， 


如 果 把 1 是 modp 平方 数 ( 即 是 modp" 二 次 剩余 ) 表 
IÈ Rp, 否则 表示 成 Wp， 则 定理 6 可 以 叙述 为 
Län cz pl, 4 p X l=1(mod 4) kf; 
IRp&pNl, 4 p Hi l=-—1(mod Ap. 
注 定理 6 可 使 我 们 采用 逐次 化 简 的 方法 计算 Legendre 
符号 ， 例 如 


附录 “二 次 互 反 律 的 另 一 证 明 
(Q. Eisenstein, J. Crelle, 29, 1845, pp. 177~184.) 
i) Gauss 引 理 
设 2 为 奇 素数 ,3 为 F RTE E Fi D S -S WHR. 以 
hh DCL 
下 我 们 取 S=f1, … PZH, 
HRs ES, a € 局, 我 们 记 成 形式 
QsS=6s(4)5a, 6a) 一 +1, BES, 


引 理 (Gans) DÉI -Haich, 


证 首先 注意 ,如 果 s 和 ?是 3 中 两 个 不 同 的 元 束 , 则 sats A 
否则 s 一 士 ?, 与 信之 选取 相 矛 盾 ), 这 说 明 s hy ss 是 昼 到 它 本 身 之 上 的 
一 一 对 应 .将 诸 等 式 as 一 e,《a)ss R, 得 到 


ST J s= (I1 e,(a)) Dan OH stet? Da, 
IG) . HA) (ER ES ES 
FE aT ea), 
因为 在 卫 , 中 Gr F, RBNETT. 


-e 10 e 


IA] 取 ==2， ëch 了 23-}. 有 
1， 如 果 2s< 卫 

3. en 
由 此 得 到 Ltr, atoae Ze 
NEE EE 
D. MERIR X p=+1(md 8) 时 , (lie mH p=+5moa8) 
N (Ż)=-L 参见 定理 5. 

D 一 个 关于 三 角 函数 的 引 理 

引 理 设 加 为 奇 自然 数 。 则 有 


m-i, D 
Sin mg ` , a Ham 
EEN SCH TI (sin? 艺 一 SID? Ziy, 
sin z Lie m1 m 
2 


—1 
A 


e.(2) ={ 


menage, Lan, TAE 是 对 于 变量 sine 的 
T 次 多 项 式 ,然后 注意 这 个 多 项 式 有 根 sn al (1<j< DEL 
比较 ee" 两 边 的 系数 , 即 得 到 因子 (一 和). ) 

iD 二 次 互 反 律 的 证 明 

设 1 和 是 两 个 不 同 的 奇 素数 ， 如 上 一 样 , 令 

s={1, e, 255], 
从 Gauss 引 理 得 到 
A8 
Gan, 
现在 等 式 b= 0s 表明 
sin LT b =6,(0) sin Ze 
D D 
将 这 些 等 式 相 乘 , 并 考虑 到 sh s; 是 8 上 的 一 一 对 应 , 便 得 到 
IA ` tu 2ml d. Ds 
Gl-Daun =H sin FEE /sin Fo 
对 于 ml, 利用 上 面 三 角 函数 的 引 理 , 可 以 将 它 重 写 为 
e 11 » 


C-m-a I (sin? 2e ain? Zei 


DEELEN 
=(-g Dn (sin? Ze ` vu Dt )， 
SS P T 


其 中 7 表示 从 1 到 TT 的 整数 集合 ， 交换 ! Mpa TIRA 


地 得 到 : 


( 己 ) 和 (他 ) 的 上 述 二 分 解 式 基本 上 相同 ， 只 相差 DUD 个 和 


z, 于 是 可 得 到 
GG eg 
这 就 是 二 次 互 反 律 , LEMO, 


第 二 章 p-adic 域 


在 本 章 中 表示 素数 


$1， 环 Zp 和 域 Qo 
1.1. 定义 
对 于 每 个 n 之 1， 令 4, 一 2Z/p"Z， 这 是 mdp 同 余 类 环 ， 
An 中 的 一 个 元 素 以 明显 的 方式 决定 出 A 中 的 一 个 元 素 ， 
由 此 得 到 同 态 


Pa: An >n; 
CEREK, HERRE pA. 
序列 Lë leren Aar Ai 


形成 以 自然 数 为 指标 的 “投射 系 ”, 

定义 1 padio 整数 环 Z, EEH ELER, Po 的 投 
射 极限 . 

按照 定义 ,2, 一 lim(4。 内) 中 的 元 素 是 序列 2 一 (…， zw 
… gl, EP Ba EAn, 而 当 w 之 2 时 ， Lë) = Cna. Ze 中 的 
加 法 和 乘法 定义 成 “ 按 坐 标 ” 运 算 ， 换 句 话说 ，Zv SA 
的 子 环 .如 果 4, 赋 以 离散 拓扑 ， 而 A 赋 以 积 拓扑 ， 则 环 
Zo 得 到 一 个 拓扑 ，Zs 对 此 拓扑 是 紧 拓 扑 空 间 (因为 它 在 紧 扬 
扑 空 间 的 积 空间 中 是 闭 的 ) . 


1.2. Z, 的 性 质 
设 En: Ayon 为 一 函数 ， 它 将 p-adic 整数 % 映 成 其 第 
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个 分 量 mw， 

命题 1 序列 0->Z,- Z, -> A, OB Abel 群 的 
正 合 列 . 

(EE TT DI Bier, 和 44 一 Z/p"2 等 同 . ) 

证 ” 乘 以 ?是 2o 中 的 单 射 , 因为 若 e= (on) Æ padio 整 
数 ， 使 得 pw 一 0， Data, 有 Pen+1 二 0， 于 是 ma 有 形式 
E, aan E An, 因为 v4 一 $nri(zrt1)， 从 而 ëlo, "TR 
T,=0, ERRU pÆ Z 中 的 单 射 , 那 末 乘 以 镶 也 是 Zy 中 的 
单 射 . 

En DIE KAL o, LZ, 若 w= (Cn) Eker (es)， 则 
对 所 有 的 n>n, 均 有 fl (mod p"), 这 意味 着 存在 A 中 
一 个 可 定义 的 元 素 Ynn 使 它 在 同 构 

An-»—> PZ/P"ZT Am 
之 下 的 象 满足 ww 一 pym-_n. 这 些 y ELT Z =lim A 中 一 
KY, 易 知 有 wp"y 一 z， 这 就 证 明了 命题 . 

命题 2 (ai ZER 4,) 中 一 元 素 可 道 的 充 要 条 件 是 它 不 
REH p RR. 

(b) WRA UZR Z, 中 的 可 道 元 素 群 , 则 Z 中 每 个 非 
零 元 素 均 可 唯一 地 写成 形式 zr?w， 其 中 wu€E0, ma (U 
中 元 素 称 为 p-adic 单位 . ) 

证 只 需 对 -4 证 明 (a)， 然 后 立即 可 得 到 对 于 Z 的 情 
形 ， 现 在 , ME zE 4 zz 不 属于 2p4，, 则 它 在 41 一 ,中 的 象 
不 为 零 ， 从 而 是 可 道 的 ， 于 是 存在 9, 2E 4。 Beni, 
从 而 

2g 代 十 Y2 十 … 十 2 =1, 
这 就 证 明了 z 是 可 逆 的 . 
另 一 方面 ， 如 果 wE2 不 为 零 ， 则 有 一 个 最 大 的 整 效 w。 
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使 mm 一 sn(o) 为 零 .于 是 一 Mra pu， 由 (a) 即 知 wED， 分 
解 的 唯一 性 是 显然 的 . 

记 法 BooK Z, 中 非 零 元 素 把 o 写成 形式 =p, 
uEU. 整数 % 称 为 vz 的 p-adic 赋值 , 记 成 o). 规定 5,(0) 
一 十 co, 于 是 有 

ge Lët) =v (E) +v Y), 
vo (w+Y) >inf Lë Lei, vi) ),. 
从 这 些 公式 不 难 推出 2, 是 整 环 . 
命题 3 2Z, 上 的 拓扑 可 以 由 距离 
die, y) == 6?r(%Y) 
定义 ， 这 时 环 Zo 为 完备 度量 空间 , M AE 2 中 是 稠密 的 . 

证 理想 2, 形成 0 的 邻 域 基 ， 由 于 ecpZ 等 价 于 
elei >n, Am 2 的 拓扑 可 由 距离 dle, y) eieiei 定义 
因为 Z 是 紧 致 的 ,从 而 是 完备 的 .， 最后， 如 果 z= (wn) 是 Zp 
的 元 素 ， 并 且 有 YnE2, 使 加 二 加 (mdp), 则 lim gp, 这 
就 证 明了 2 在 Zr 中 是 稠密 的 . 


1.3. Q, 

定义 2 环 2, 的 商 域 称 为 p-adic 数 域 , 用 Qy ÆR. 

由 此 立即 得 到 Q=]. 每 个 元 素 %EQ; 可 以 唯一 
地 表示 成 形式 p'u, Rech ucU, 仍 称 作 ”的 padio 
SIS, 记 为 uw). TEF oleizféeäecë, 

命题 4 域 Q, 对 于 由 Go 9)=e ”必定 义 的 拓扑 是 
局 部 紧 拓扑 空间 ,2 为 Q 的 开 子 环 ,而 域 @ 在 Q 中 是 稠密 
的 . 

证 明 是 显然 的 . 

注 D 可 以 定义 Q@( 或 加) 为 Q (或 如 XF padio JE 
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离 了 的 完备 化 . 
2) 距离 4 满足 “ 超 距 "不等式 
d(x, 2) <supld(%, y), dly, 2). 
由 此 可 知 ， 序 列 un 有 极限 e lim Cunt tin) 一 0， 类 似 地 , 一 
个 级 数 收敛 多 其 通 项 趋 于 零 . 


§2. p-adic 方程 
2.1. 解 
Sim i ee D, > Dri: e D, 是 投射 系 ,而 
D=lim D, 


是 它们 的 投射 极限 ， 如 果 每 个 D, 都 是 有 限 的 且 为 非 空 的 , 则 
D 也 是 非 空 的 . 

证 如 果 D>D,-z 均 是 映 上 的 , 则 显然 D+ 和 ”现在 把 
引 理 归结 到 这 种 特殊 情形 ， 为 此 ， 以 Dno 表示 D 在 D, 中 
的 象 ， 对 于 固定 的 mn，Ds,s 形成 一 个 有 限 非 空 子 集 的 下 降 族 ， 
从 而 这 个 集 族 是 稳定 的 , 即 当 p 充分 大 时 ,Doug 与 2 无 关 ， 以 
En RI Dno 的 极限 值 。 不 难看 出 Do 一 De- 将 En KE En-a 
E. 因为 E, 是 非 空 的 , 由 本 证 明 一 开始 所 述 可 知 : 

lim Bä 于 是 lim D,+9, 


记 法 WIEZA, e, Xn] 为 系数 属于 Zo 的 多 项 式 ， 
及 是 自然 数 ， 我 们 把 了 SE E A 
的 多 项 式 记 为 也 

命题 5 WSO EZX, 
式 , 则 下 列 两 条 是 等 价 的 : 

Df 在 (Zs,)" 中 有 公共 零点 . 

2) 对 于 每 个 mn 之 1, md SP ED" hp AE, 


a16, 


s Xml p-adio 整 系数 多 项 


证 以 DD( 或 DD) 表示 了 (或 JP) 的 公共 零点 集合 ， Da 
是 有 限 集合 , FE 了 lim D,。 根据 上 述 引 理 ，D 非 空 令 刀 


均 非 空 。 从 而 证 明了 命题 . 

点 2 一 (cb …， Gel (Zo)” 称 为 本 原 的 ， 是 指 某 个 w 可 
逆 , 即 wv 不 全 被 p 所 除 尽 ， 类 似 地 定义 (4s)" 中 的 本 原 元 素 . 

命题 6 rer, — Ze ERA padio RK 
的 齐 次 多 项 式 , 则 下 列 三 条 彼此 等 价 : 

a) fo 在 (Qa)" 中 有 非 平 凡 公 共 零 点 . 

b) FO EZ)" 中 有 公共 本 原 零点 . 

9) HED nl, fO 在 (4w)” 中 有 公共 本 原 零点 . 

证 bb) 一 a) 是 显然 的 ， 反 之 ， WME o= (t wm) 是 了 9 
的 非 平凡 公共 零点 ， 令 

h=inf (vo (02), +, Von)), y=p*s, 

显然 y 是 (Zs,)” 中 的 本 原 元 素 , FECES 的 公共 零点 ， 于 
Baies. 

b) 和 6) 的 等 价 性 可 以 从 上 述 引 理 推出 , 


2.2. 近似 解 的 改进 

现在 讨论 如 何 从 一 个 mod pr 解 得 到 一 个 真正 的 解 ( 即 系 
数 在 Zo 中 的 解 )， 这 要 用 下 面 的 引 理 (“Newton 法 ”的 p-adic 
模拟 ). 
O 引 理 设 jEZo[], 户 为 它 的 微 商 ， 令 zEZo n, kE 
Z, 使 0<26<n，f (zw) 二 0 (modp), vo(f'(w)) =k, WEE 
yEZ, 使 : 

f(yY)=0 (mod RT), vf'(y)) =k, 
y=% (mod gn, 


证 取 形 如 spr 加 的 yg 其 中 zE2j。 由 Taylor 公式 

可 得 
F=f pf" Lei rr a, 
其 中 EISE 
REBR, Fœ) =p, f'E) =p, AC, CED， 这 就 可 以 
选取 2 使 
由 此 可 得 到 
fO) =p (b+ ze) tr aset (mod GT, 

这 是 因为 m—2k>n, RA, HF AH Taylor 公式 可 以 
证 得 (9) 二 pre (mod p"*)、 因为 mn 一 >%， 于 是 可 以 看 到 
vo(f'(Yy)) =k. 

定理 1 SEZ [X …，Xm],%= Gë E (Zo)™, n 
LEZ, j 为 整数 ,满足 1<j<<m， 又 设 0<2%<n, 并 且 
ə 
F@=0 Gender), al Zil 
则 了 在 (2p)” 中 有 一 个 零点 y, rue (mdp). 
证 先 设 m%=1， 将 上 述 引 理 用 于 w=w, 则 得 到 VE 
Ze, g= EW (mod P), 并 且 
FOV) =0 Good sn), vlf' 2)) =k. 
Bail n, 再 对 2 中 应 用 上 述 引 理 ， 归 纳 地 进行 行 下 去 ,这 
样 就 构造 一 个 序列 wo， e, ag, 使 ` 
WIth) gD (mod wd fw) =0 (mod pÀ, 
这 是 一 个 Qauchy Pa WE y 是 它 的 极限 , 则 有 f (9) = 
并 且 y=r (mod gr")， 从 而 对 于 m=1， 定理 得 到 了 证 明 . 
HTF m> 的 情况 , 如 果 只 考虑 mm 则 归结 为 m=1 的 情 
况 。 更 确切 地 说 ， 设 7EZo[ 了 是 一 个 单 变量 多 项 式 ， 它 由 
对 所 有 的 6 到 j, 将 也 中 的 KI ams Stat 
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2 上 ace0 (mod p) , 


的 事实 用 于 了 和 mm 则 可 知 存在 is: (mod p"), ti 了 Cy)) 
一 0。 如 果 令 一 wy( 对 于 5 天 力 ， 则 元 素 y= (0 满足 所 需要 
的 条 件 . 、 

系 1 Z, 上 多 项 式 了 的 modpz 简化 的 每 个 单 零点 均 可 提 
FÈS E Z 中 的 一 个 零点 . , 

(如 果 9 ARK ESTA, g 的 零点 2 叫 作 单 零点 ， 是 


指 至 少 有 一 个 仿 微 商 E E o MREP.) 

Sei, 4 一 0 的 特殊 情形 . 

系 2 Rpt, IL Sat 为 系数 属于 ;的 二 
KH, azan 并 且 判 别 式 det(at) 可 道 ， 令 <EZo， 则 方程 
f @)=a Gaodg) 的 每 个 本 原 解 均 可 提升 成 一 个 真正 解 . 

证 “按照 系 1， 我 们 只 需 证 明 "不 是 了 的 所 有 偏 微 商 的 
modp 零点 , ME -= Sat 由 于 det (a) +0 (mod p), 
而 "为 本 原 元 素 , 从 而 必 有 一 个 偏 微 商科 0 《mod p). 

系 8 a Ar Eat 是 系数 属于 2 的 二 次 
型 ，ay 一 Qn， 设 4€28o， 令 w 是 f(%) 三 a(mod8) 的 本 原 解 . 
HR o RENA FZ- 的 mod4 零点 , 则 我 们 可 以 把 « 提 和 成 
一 个 真正 解 ， 如 果 det (ob) 可 道 , 则 后 一 条 件 是 满足 的 . 
”证 将 定理 用 于 情形 %~3, 4 一 1， 即 可 证 得 第 一 论断 . 
第 二 论断 可 以 象 p 关 2 情形 一 样 证 得 (但 要 取出 一 个 因子 允 ， 


$3. Qs 的 乘法 群 


3.1. 单位 群 的 渗透 (filtration) 
B U=Z; 为 p-adio AiR. HFEA n>, 令 
U, =1-+ p"Z, 


REMA a, U>(Z/p'Z)" 的 核 。 特别 地 ,， 商 如 /Ti 可 以 等 
同 于 了， 从 而 是 2 一 工 阶 循环 群 ( 见 第 一 章 定理 分，T 形成 
可 之 开 子 群 下 降 列 , 并 且 U-limU/U, Mënz, 映射 
(1+p'%)HF>w (mod p) 
定义 一 个 同 构 可 /Us 一 >2Z/pZ, 这 由 公式 
(1+p'w) (+p"y) =1+p (+) (mod p") 
便 可 推出 ， 由 此 对 “归纳, 即 知 Ua/U, 的 阶 是 p+ 

引 理 设 0->4->->B->0 是 交换 群 正 合 列 ( 群 运算 表 

FRIM), 4 生 为 有 限 群 ,其 阶 数 4 和 b 互 素 ， 令 

B'= {vE Ew=0}. . 
则 群 妞 是 4 和 也 的 直 和 . 并且 B' 是 互 中 同 构 于 8B 的 唯一 
FH. : 

证 因为 4 与 9 ER, 从 而 存在 sEZ， 使 or 十 如 = 工 . 
如 果 secANB', M as=bs=0, FÆ s= 《ar 十 08)z 一 0， 即 
41n 好 =0， 进 而， 每 个 zE 瑟 均 可 写成 2 一 az 十 b8w。 由 于 
5B=0， 于 是 58CA4， 从 而 bs8% € .A4， 另 一 方面 由 abB=0 
可 知 arw€.B'. 于 是 有 加 ~ AER, Bgy EB 定义 了 BB 
ap to Rip Ri. 如 果 B" 是 如 的 子 群 并 且 同 构 于 
B, 我 们 有 5B" 一 0， 于 是 BCB， 但 是 此 两 群 的 阶 数 相同 ， 
从 而 B"=B'. 

ep nett, 其 中 V={wEU|w"-1=1} 
是 可 的 同 构 于 Km rs 
证 ”将 引 理 用 于 正 合 列 ， 
1>U,/U,>U/U, >F;>1, 
其 合理 性 是 因为 U/U, HRA pm E 的 阶 数 为 p 一 1. 
由 此 可 知 UU, 包含 唯一 的 一 个 子 群 V, lant E, 并且 射 
¥ 
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TU/U. 一 U/U 
将 Va 同 构 地 上 映 到 Vai E. 因为 U=lim U/U,, 由 此 取 极 


限 ， 得 到 U 的 一 个 子 群 六 同 构 于 ,并 且 U-VxU. V 
的 唯一 性 从 Va 的 唯一 性 推 得 . 

R RA, 包含 (p 一 了 次 单位 根 . 

注 SV 叫 作 卫 中 元 素 的 乘法 表示 群 . 

2) 还 可 以 将 定理 1 的 系 1 用 于 方程 wz-+ 一 1= 0 来 证 明 
V 的 存在 性 . 


3.2. 群 VU 的 结构 
引 理 Dech, -Uno HHH p2 Ne nl, M p=2 
时 令 n>2, W EUn Una. 
证 由 假设 我 们 有 v=1+kp, kÆ0(modp), "ds 
理 给 出 
wv? ~= 1 kp"tlt rb, 
而 没有 写 出 来 的 各 项 的 指数 均 之 2% 十 1 宇 n 十 2， 而且 
np>n+2 (因为 当 p-2 时 n>2)， 
这 就 证 明了 
v=1+ kp"! (mod gan. 
于 是 a E Unta — Una. 
命题 8 Zoé? m U 同 构 于 Z. 
如 果 2p=2, W U= { 土 1} x Vs, 而 U: 同 构 于 2. 
证 先 考 虑 2 关 2 的 情形 。 取 一 元 素 wEUi 一 Us?， 例 如 
令 a 一 1 十 2， 按照 上 面 引 理 我 们 有 a” € UN 一 Us， 令 mm 
为 a 在 0/D, 中 的 象 ， 我 们 有 (aw)” 关 1, T a) 一 1. 但 
是 V1/D, HRA pt, 从 而 它 是 由 m 生成 的 循环 群 . 现在 
用 bn 表示 Zum 到 UU, EEH m %， 便 有 交换 图 
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Bail 
Sinz mbas Ui /Us 


DE ein, 
由 此 可 知 Ona 决定 出 Z,=lim Z/p zZ a Uu Dm U,/U, E 
的 一 个 同 构 9,， 从 而 对 于 wp 关 2 证 明了 命题 ， 
MER p=2. WacU— Us, Basch (mod 8)， 类 似 于 
上 面 那样 定义 同 构 
Ona: Z/2"22—>U,/D,, 
于 是 有 同 构 0a: Za, S.S 
U—>U /U2/22 
诱导 出 {+1} 到 2Z/22 上 的 一 个 同 构 ， 由 此 得 到 
U={Ł1} xU, 
定理 2 如 果 2x2 则 群 Q; 同 构 于 Qx Z Ain 18. 
WẸ p=2, 则 Q: 同 构 于 Zx Zx Z/22, 
E 每 个 元 素 zEQuv 可 以 唯一 地 写成 形式 ”一 Zi， 其 中 
nEZ, CH "ROU 进而 由 命题 7 证 明了 
U=VxU, 
其 中 六 为 np 一 1 阶 循环 群 ,而 Vi 的 结构 由 命题 8 给 出 . 


3.3. Q; 中 平方 元 素 

定理 8 Gei? 而 sz 一 pmEQ;s, 其 中 nE2Z, «cU, m 
;为 平方 元 素 的 充 要 条 件 是 mn 为 偶数 并 且 % 入 在 也 =U/D, 中 
的 象 % 是 平方 元 素 . 


(后 一 条 件 意味 着 u 的 Legendre 符号 (2)=+ 以 下 
我 们 用 (5) 代替 ER 
证 将 勾 分 解 成 形式 = vt, 其 中 vEV, sa, 定 


~ 


理 2 中 的 分 解 式 Q;~QZxYxTUi 表明 zz 是 平方 元 素 参见 为 
偶数 并 且 vw Mu 是 平方 元 素 ， 但 是 Ui 同 构 于 Zp 而 2 为 2 
PATR, SU, 中 每 个 元 素 均 是 平方 元 素 ， 因 为 V 同 构 
FF, 于 是 便 得 到 定理 . 

S ”如 果 p 关 2, MF Q7 是 型 为 (2, 2) 的 群 . CAR 
表 元 集 世 p, u, up}, 其 中 ET 满足 

u 
Gi 

证 这 是 显然 的 . 

定理 4 Qi 中 元 素 z= Zrw 是 平方 元 素 的 充 要 条 件 是 n 
为 偶数 并 且 u=1 (mod 8). 

证 分 解 式 ={ 土 1} xU, 表明 为 平方 元 素 今 ETDs 
并 且 是 U: 中 平方 元 素 。 现在 ， 命 题 8 的 证 明 过 程 中 所 构 作 
的 同 构 9.2Zs>Us 将 2"2s 映 到 Usis 之 上 ， 取 n==1， 我 们 看 
到 Us 中 的 平方 元 素 集 合 是 Us。 于 是 元 素 wED0 为 平方 元 
素 的 充 要 条 件 是 u=1(mod8), 于 是 证 明了 定理 . 

SE 将 定理 二 的 系 3 用 于 二 次 型 X, 也 可 以 证 明 Us 中 
每 个 元 素 都 是 平方 元 素 . 

R 群 Qz/Q2 的 型 为 (2，2，2)， 它 有 代表 元 集 { 士 1 
+5, +2, +10}, 

证 ”这 是 因为 { 士 1 +5} 是 U/Us 的 代表 元 集 . 

注 D 对 于 p=2， 用 第 -- 章 $3.2 中 的 公式 定义 同 态 
e, w; U/Us->Z/22, BI 
0, WẸ z=1(mod4), 
1, WẸ z=—1(mod 4). 
0, WẸ z= +1(mod8), 
1, WẸ z= +5(mod8), 


` 
e 23 e 


8 (2) = 2 (mod 2) -{ 


w(z) =Z (mod 2) -{ 


映射 s 定义 了 UI, 到 2/22 之 上 的 同 构 ， 而 映射 定义 了 
Ds/Us 到 2Z/22 之 上 的 同 构 ， 因 此 (e, o) 定义 了 U/Us 到 
Z/2Zx2/22 之 上 的 同 构 ， 特 别 地 , 一 个 2-adic 单位 是 平 
方 元 素 的 充 要 条 件 是 (2) =wC) 一 0. 

2) 定理 3 和 定理 4 表明 Q2 是 Qs 的 开 子 群 . 


Se Hilbert 符号 


$1. 局 部 性 质 


在 本 节 中 ,% EREA R 或 者 p-adic 数 域 Qs( 其 中 2 
是 素数 ). 


LI 定义 和 简单 性 质 


GEI 

1, mE ar — by =0 H k pA 
(a, b) -| Ge y) = (0, 0, 0), 

-1, 否则 ， 


žila, b) = +1 mfa 和 对 于 大 的 Hilbert 符号， 显然， 当 
ga 和 5 乘 以 平方 元 素 时 ，(g, 9) 不 变 ， 因 此 Hilbert 符号 是 从 
K/K x k" /E"? 到 { 土 1} 的 映射 . 

命题 a, eck A =k b), Mie, 5) =1 的 
充 要 条 件 是 a 属于 E mp AE, 

证 ”如果 5 是 元 素 cE8 的 平方 , 则 方程 人 2 一 aw? 一 by? 一 0 
有 解 (c, 0, 1), 于 是 (6, 5) =1, 对 于 这 种 情形 , 命题 显然 成 立 ， 
因为 太一 而 六 太一 大， 否则 的 话 ， 轴 是 大 的 二 次 扩 域 以 
B 表示 电 的 一 个 平方 根 ， 每 个 元 素 &E 加 均 可 写成 2 十 By, 其 
Py, et, 而 上 的 范 MEA bag MRENE, 则 存在 
y, 2Ek, E a=? — by, MMORE dai hui ARAG, 
La, TERME (4, 5) =1. 

反之 , WẸ, 5) =1,， 上 面 的 二 次 型 有 零点 
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: (z, æ, y) + (0, 0, 0). 
我 们 有 2+0, 因为 否则 5 将 为 平方 元 素 ， 由 此 看 到 a 是 元 素 
SET 
命题 2 Hilbert 符号 满足 下 列 公式 : 
i) (a, biss (b, a), (@, ®© =1, 
i) (a, —a)=1, (a, 1—a)=1, 
iii) (a, b) =1= (aa', b) = (oi, b), 
iv) (a, b) = (a, —ab) = (a, (1—a)b). 
(在 这 些 公 式 中 , a, a', b, 6 表示 k 中 元 素 , 如 果 公 式 中 
包含 1 一 a 这 一 项 时 ,我们 假定 1,) 
证 EBAR. mE b=-—a (或 者 如 果 53=1 一 @), M 
二 次 型 允 一 gm? 一 0y? 有 零点 (0, 1, 1) (或 者 (1, 1))， 因 此 
(a, b) = 二 这 就 证 明了 这 .如 果 (c， 8) =1, 由 命题 1 可 知 a 
ET No 之 中 。 于 是 a ENb 合 wa' E NB， 这 就 证 明了 
ii), AA iv) h i), 次 和 这) 推出， 
注 公式 也) 是 公式 
v) (aa', b) = (a, b) (a', b) 
的 特殊 情形 , 后 者 表达 出 Hilbert 符号 是 双 线 性 的 , 这 个 公式 
将 在 下 一 节 中 证 明 . 


1.2. (a, DHA 
定理 1 BE k=R, 我 们 有 
(a, D=] ` gielen A0, 
一 上 WẸ aM b<, 
BE k=Q,, $ a=pu, b=pv, 其 中 尺 和 w AF p adio 
单位 群 U， 我 们 有 
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al: at 8 EK ? 
EECHER 
(一 L) awot Gutt, 如 果 p=2, 
[注意 (各 ) 表示 Legendre dE w), 其 中 五 为 z 在 
mod p HER: USF 下 之 象 ， 而 e(w) 和 w(w) 分 别 代表 


和 站 上 的 mod2 同 余 类 , 见 第 二 章 $3.8.] 


定理 2 ten RSE SOEN 
双 线 性 型 . 

[(c，2) 的 双 线 性 恰好 是 8 并 末尾 所 提 到 的 公式 vi ,而 
“(w, 5) 是 非 退 化 的 ”意味 着 : 如 果 5E8*, 使 得 对 于 每 个 %E8* 
Sta 人 一 二 WbCRT ] 

系 ” 如 果 5 不 为 平方 元 素 , WI dm Mk RK o 
指数 为 2 的 子 群 . 

证 根据 命题 二 H pla) = (a, 5) 定义 的 同 态 由: 大 一 
{ŁA Nk 由 于 (a, 5) 是 韭 退化 的 ， 从 而 办 ÆRE 
R. TE p EAT kN 到 { 土 1} 之 上 的 同 构 .由 此 即 得 
到 本 系 . 

注 更 一 般 地 ， 设 工 是 的 有 限 Galois 扩张 ， 其 Galois 
群 是 交换 群 。 可 以 证 明太 /NZ* 同 构 于 G, AER NL om 
识 可 以 决定 荆 ， 这 是 “局 部 类 域 论 ”的 两 个 主要 结果 ， 

定理 工 和 定理 2 的 证 明 . 

情形 =R 是 显然 的 , 然后 注意 大 /hp RIP, 上 一 维 向 
量 空间 , 而 世 , 一 二 是 代表 元 集 . 

现在 设 k=Q,. 

引 理 设 2EUVD 是 p-adice 单 位， 如果 方 程 

好 一 D02 一 22 一 0 


GD 
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在 Q@, 中 有 非 平凡 解 ， 则 它 有 一 解 (2, v, y), Ez, ycU 而 
ED,. 

证 ”按照 第 二 章 $2.1 的 命题 6， 所 给 方程 有 本 原 解 (2， 
e, ui. .让 我 们 证 明 这 个 解 皮 有 所 需 性 质 ， 如 果 不 然 ， 则 或 者 
y=0 (mod ni, 或 者 ?二 0 (mod p)， 因 为 2 一 v7? 三 0 (mod p) 
而 "去 0(mod p), 我 们 便 同时 有 y=0 (modp) 和 z 三 0 (mod p), 
于 是 px? 三 0C(modp?)， 即 wv 三 0(mod p) ,这 与 (z, e, y) RER 
HEFJA. 

现在 回 到 定理 工 的 证 明 上 来 , 先 设 p2, 

显然 可 以 只 考虑 指数 a 和 的 mod2 剩余 ， 又 由 于 
Hilbert 符号 的 对 称 性 , 从 而 只 需 考 虑 以 下 三 种 情形 . 

1) a=0, B=0, 我 们 要 证 明 (u, oi =1。 现 在 方程 

党 一 wo2 — vy =0 

有 非 平凡 的 modp 解 ( 第 一 章 82 EMIR). 由 于 这 个 二 
次 型 的 判别 式 是 radio 单位 ， 上 述 解 可 以 提升 成 wadie 解 
(第 二 章 82.2 定 理 1 系 2), 从 而 (w 9) 一 1. 

D a=1, B=0. 我 们 要 证 明 (m )-(2). 因为 


(u, 9) =1, 由 命题 2 的 公式 说) 我 们 有 (pw oi (2 四 ,从 而 
只 需 证 明 (p, 人 一 ( 必 )， 如 果 。 为 平方 元 素 , 这 是 显然 的, 因 
为 上 式 两 边 均 为 1 否则 便 有 (Z)--1 ( 见 第 二 章 §3.3 
定理 3.) 这 时 上 面 引 理 表明 必 一 pe? 一 oy 没有 非 平凡 零点 , 于 
Sin ?) = 一 二 

8) a=1, 8-1. 我 们 要 证 

S/o 
(e, p) = (DT (2) (2), 
命题 2 的 公式 iv) 表明 
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(pu, pv) = (pu, —p'ww) = (pu, ~w), 


根据 上 面 所 述 , 我 们 有 Cpu, po) ~ (7), 由 此 再 注意 


Graz, 


即 得 所 需 结果 . 

这 样 我 们 就 证 明了 定理 1 (对 于 2 二 2), 而 定理 2 可 以 由 
它 立刻 推 出 来 , 因为 公式 表明 (a, 9) 是 双 线 性 的 , 为 了 证 明 其 
非 退 化 性 , 只 需 证 明 对 每 个 非 平方 元 素 Ek", 均 存在 元 素 b, 
使 (a, 5) ~ 一 1， 按 照 第 二 章 $8.3 定理 3 的 系 ， 我 们 可 取 
vn uge, 其 中 wET，( 作 )- 一 I， 这 时 我 们 取 分 
IH u, p RE u PT, 

情形 p=2. XRRR m E a 和 有 的 mod2 剩余 ,从 
而 只 需 考 虑 三 种 情形 , 

1) a=0, 68=0. 我 们 必需 证 明 

人 oi -{ 1, mF uR# v=lmod4), 
一 i， AW. 
Ait u=1(mod4), 则 u=1 (mod 8) 或 者 4 三 5(mo0d 8)， 在 第 
一 种 情形 下 u 是 平方 元 素 ( 第 二 章 §8.8 定理 名 ,于 是 我 们 有 
(u, o) =1.. 在 第 二 种 情形 下 我 们 有 《+44 三 1 (mod 8) ,从 而 
存在 WwED 使 w=w+4v， 于 是 二 次 型 2 一 ww? 一 wy? 有 零点 
(w,1,2), 即 有 (w,，%) =1， 现 在 让 我 们 假定 
4 三 4 三 一 1(mod4)、 
如 果 (z, o, Rui oy? 0 BD EIS m 
si +g’ -+y3=0 (mod 4), 

但 是 2/42 的 平方 元 素 是 0 和 和 1， 因此 上 面 同 余 式 导出 v, y, 
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2“ 均 同 余 于 0(mod2)， 这 与 本 原 性 假设 相 矛 盾 . 因此 对 于 这 
种 情形 我 们 有 (wo 2) = 一 1. 

2) a=1, 8=0， 我 们 必需 证 明 

WI v) = (= 1) stdetgtate) 

首先 让 我 们 证 明 (2, vw) 一 (一 六 “9， 即 证 明 (2, ei = 工 等 价 于 
v= +1 (mod 8). 根据 上 述 引 理 ， 如 果 (2, )=1, WEE v, 
Y, ?EZs， 使 加 一 2w: 一 wy? 一 0 FH y, z 才 0Cmod2).， 于 是 我 
们 有 y=z=1 (mod 8)， 从 而 1 一 2w? 一 v0 二 0 (mod 8)， 但 是 
mod 8 平方 元 素 只 有 0,1 和 4 由 此 推出 v= 土 1(mod 8). 反 
之 , MR wv 二 1(mod 8), v 是 平方 元 素 ， 从 而 (2, v) = 二 如果 
v= -—1(mod8), 则 方程 2 一 2w? 一 vy? 二 0 有 mod8 解 (1,1,1)， 
这 个 近似 解 可 以 提升 成 真正 解 (第 二 章 $2.2, 定理 工 的 系 3)， 
于 是 (2, v) =1. 

其 次 我 们 证 明 (2w, v) = (2, v) (u, wo)， 根 据 命 题 2, 如 果 
(2, 9) =1R# (u, o) ~1 时 , 这 公式 是 成 立 的 。 剩 下 的 情形 
为 (2, 2) = (u, v)=—1, Bj v=8(mod8), 而 ww 三 3 或 者 一 1 
(mod 8) .将 w 和 w 乘 以 平方 元 素 之 后 , 我 们 可 以 设 w= 1 
v8 或 者 w=8, v=—5, 现在 ,方程 

22 十 202 一 3%2 一 0 和 2 一 622 十 By?=0 

HAEC, 1,1), 于 是 我 们 有 (u, v) =1, 

3) a=1, 8=1， 我 们 必需 证 明 

(2u, 2v) = (一 1) Welw to +t) 
命题 2 的 公式 iy) 表明 
(2u, 2v) = (2u, — dw) = (2u, — uv), 
由 上 所 述 , 我 们 有 
(2u, 2w) = (— 1) eC)al ut ou) 

因为 e(—1)=1, ò(—1)=0, ew) (1+e (lw)) 0， 从 而 上 式 


右边 的 指数 是 e Qe lw) Lat 十 w(v)， 这 就 证 明了 定理 1 
由 此 公式 以 及 s 和 中 均 是 同 态 , 即 知 (a, DERREN. 对 于 
非 退 化 性 , 上 只 需 检查 代表 元 集 {u, 2u1w 一 1, 5， 一 1， 一 积 即 可 ， 
事实 上 , 我 们 有 

(5,2WD =—1, 和 (一 二 一 人 = (一 二 -5)=-—1, 

注 Kla, 分 写成 形式 (一 已 ”其 中 [w b] E2/22， 则 
[a, AIS KAKT 上 取 值 于 2Q]22 的 对 称 双 线性 型 ， 并 且 定 理 
1 给 出 它 对 于 如/83 的 某 一 组 基 的 和 矩阵， 

对 于 4 = 及 , 该 矩阵 为 (1). 

对 于 -Qu pc, 取 基 {p u}, Bh 3, Wa 


1 
p= t (aod d AEREA ` ), 当 p=3 (mod H RIKI N 


10 
11 
Lol 


001 
对 于 8=Q>， 取 基 {2, —1, 5}, vos 1 中 
100 


$2. 整体 性 质 


有 理 数 域 Q 作为 子 域 可 以 嵌 到 每 个 域 Qe 和 及 中 .如果 
a, DcQ 我 们 以 (a, D)o MCa, 约 < 分 别 表 示 它 在 Q, 和 及 中 
人 象 元 素 的 Hilbert 符号 .我们 定义 六 为 全 体 素数 加 上 符号 co 
所 构成 的 集合 , 并 约定 命 @. 一 肪 , 于 是 对 于 每 个 v0€8V, Q 在 
H, 中 是 稠密 的 ， 


2.1. 乘积 公式 
定理 83(Hilbert) 如 果 w 8EQ'， 则 对 几乎 所 有 EV 
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均 有 (a, bi, TL, HE 
IG, b=, 

《几乎 所 有 wvEV” 的 意思 是 : “六 中 除了 有 限 多 个 之 外 的 
所 有 元 素 ”. ) 

证 由 于 Hilbert 符号 是 双 线性 的 ， 从 而 只 需 对 w 和 9 
等 于 一 1 或 素数 时 证 明 该 定理 即 可 . 在 每 种 情形 下 , 定理 工 均 
给 出 (@, Ai, 的 值 。 我 们 发 现 

1) a= —1, b=-—1, 则 (1, DD).= (—1, —1)s=—1, 
m4 pro, 2 时, (1, -1)=1, 从 而 乘积 为 十 

2) a= —i1, b=], 7 为 素数 , 如 果 != 2, 则 对 于 每 个 vE 大 
均 有 (一 1,2), 一 4。 MEIA, W4 o2 和 7 时 有 (一 1, Do 
=1, 而 (一 二 站 s 一 《一 1 D= (1O, FERRET L 

8) ob, 其 中 1 入 均 是 素数 .如果 1=7V, 命题 
2 的 公式 iV) 表 明 对 于 每 个 EV 均 有 Go=( 一 1, De 从 
而 归结 为 上 面 所 考虑 过 的 情形 .如 果 ! 与 也 不 同 而 且 均 不 为 
2, W% v2, l, Uet, 我 们 有 (信念 。= 二 而 

l, a= (F0, 


pech Oil 
但 是 由 二 次 互 反 律 ( 第 一 章 8 3.3 定理 6) 我 们 有 
GE 


Amënszt WRIA 并 且 了 一 2， 则 当 v2, 7 时 我 们 
有 (23)。=1, 而 


(Ds Cp, ,DF)= e, 
见 第 一 章 $38.2 定理 5, 从 而 乘积 为 1 这 就 完成 了 证 明 . 
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注 “乘积 公式 本 质 上 等 价 于 二 次 互 反 律 ， 它 的 益处 主要 
是 基于 如 下 的 事实 , 即 它 可 以 推广 到 一 切 代数 数 域 中 (集合 亚 
改 成 域 的 全 部 “位 ”所 组 成 的 集合 ). 


2.2. 具有 给 定 Hilbert 符号 的 有 理 数 之 存在 性 

定理 和 foi: RH 中 元 素 的 有 限 集 , 而 (Er) siever 
古 一 个 数 集合 ， 每 个 &。 均 是 十 1 或 一 +， 为 了 存在 元 素 
DEQ", to, oO 一 se (对 一 切 $ET,vETD), 其 充 要 条 件 是 
下 述 诸 条 件 满 足 ， . 

O 几乎 所 有 的 se 均等 于 工 

(2) 对 每 个 4ET HA Lt 

(3) tech, 均 存 在 zwEQ@y 使 (co 24 Ste (对 一 
切 $ED. 

证 (DD) 和 (2) 的 必要 性 从 定理 3 推出 ; 而 (3) 的 必要 性 是 
显然 的 ( 取 wm 一人. 

为 证 这 些 条 件 的 充分 性 , 我 们 需要 如 下 三 条 引 理 ， 

引 理 工 中 国 剩余 定理 ) "a, Gu Ma, y, mn ER 
数 , 并 且 m 两 两 互 素 . 则 存在 整数 a, 使 对 每 个 4 均 有 aSa 
(mod mm). 

证 设 m 是 诸 mi 之 积 .Bezout 定理 表明 正则 同 态 


Z/mZ D Z/m ð 
是 同 构 ， 由 此 即 得 引 理 . 


引 理 2(“ 通 近 定 再") 设 8 是 三 的 有 限 子 集合 ， 则 @ 
E Q 中 的 象 在 这 一 积 集 A HERE (对 于 Q。 中 拓扑 之 


积 拓扑 ) , 
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证 因为 可 以 任意 扩大 S, 我 们 可 以 设 
S= {00, pr pn}, 
其 中 p 是 不 同 的 素数 ,我 们 必需 证 明 @ 在 BRxQ,x…xQ,, 
中 稠密 。 设 (w.。, t, e, O 是 该 积 集中 一 点 , 我 们 来 证 明 这 
个 点 是 @ RUKEA RURE, RIIE v€ Zp, 
(1<i<n)， 现 在 必需 证 明 对 每 个 >>0 和 每 个 整数 入 >>0, 均 
FEER, 使 
|z 一 ze| 委 8 并且 äis Ain). 

将 引 理工 用 于 mm 一 p?， 可 知 存在 at 2, JS Vp (vo — 1) 
之 六 (对 一 切 沙 ， 现 在 取 一 整数 9 之 2， 使 9 与 所 有 HER 
(例如 取 一 个 充分 大 的 素数 )， 形 如 a/g" (oC H, oz 的 有 
理 数 在 及 中 稠密 (这 是 因为 当 mo 时 9g" 一 co)， 取 一 数 
u=a/q" {E 

[Bo — La HUPI pI | Ke, 

则 有 理 数 e=ro+upi -p 即 有 所 需 性 质 . 

318 8 (Dirichlet 定理 ) 如 果 a Mm AREER 
1 的 整数 , 则 存在 无 穷 多 个 素数 2 使 p=a(mod m), 

证 骨 将 在 第 六 章 中 给 出 。 读 者 可 以 看 出 它 并 没有 用 到 第 
三 .四 和 五 章 的 结果 . 

现在 回 到 定理 4， 令 (se 是 等 于 土 1 的 数 的 集合 并 且 满 
SO, Gm) 将 a 乘 以 某 个 各 数 的 平方 之 后 , 我 们 
可 以 假定 所 有 的 a Res 令 SHV 的 子 集 , 由 co, 2 和 
o 的 素 因子 所 构成 ， 令 了 = {oE 玉 | 存在 4ET 使 so= 1}, 
这 两 个 集合 均 是 有 限 的 ， 我 们 分 两 种 情形 考虑 , 

1) SNT=f. 


令 a= DL m=8 Di. 
DEA IES 
lee th2, em 
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Ky SNT=0, a MmER, FAHIM EROEOE ee E 
Sr p=a(mod m), 其 中 oc MEH s=ap 有 所 需 性 
质 , B Ca, le ein HH EL 和 wEV. 

WRES, 由 于 SNT=6 我 们 有 sos=1， 从 而 必需 证 
明 (a, ail, WE o=o, 由 2“>0 即 得 结论 . 如果? 为 素 
Sr 我们 有 r= (mod m), 从 而 对 于 1=2 有 % 三 a? (mod 8)， 
而 对 于 12 H e= (mod, KA eF aty ladie 单位 ， 
这 表明 2 是 @* 中 的 平方 元 素 ( 见 第 二 章 $8.8), 于 是 有 

Lo, Zill, 
如 果 o=lES, a RLadie 单位 ， 由 于 地 2, 我 们 有 


(oo D(A) iy bea), 


Nomi WRIETU {p}, x Æ ladie 单位 ,于 是 vle) = 0， 
而 上 面 公式 表 朋 (o, J): 一 1 另 一 方面 我 们 有 oi-L 这 是 
因为 1 和 ET， 如 果 7ET， 我 们 有 v(x) 一 1， 并 且 条 件 (3) 表 明 
FETE a E Qi to, 2)1= en (对 于 一 切 EID 由 于 有 某 个 
st 一 一 1( 因 为 1ETD), RITA vla) =1mod2), Mm 


CH ETA CH 2)1 王 861 (对 一 切 CID. 


只 剩 下 情形 7=2， 这 可 由 其 余 等 式 利 用 如 下 乘积 公式 推 

出 : 
(co op 一 本 (mn, Ziler Dose 

这 就 对 于 SNnT=6 的 情形 完成 了 定理 4 的 证 明 ， 

2) 一 般 情形 . 

我 们 知道 ，Q@; 的 平方 元 素 形 成 @; tr Me TE 
$3.3, HIM 2, FE v EQ 使 对 于 每 个 20€5, agin, RO: 
中 平方 元 素 ， 特 别 地 , 对 于 每 个 。€5 均 有 


Lo, ie Let, Bo) o™ Erv. 
如 果 令 o enola di 那 末 集合 (9 也 满足 条 件 (了 D、 (2) 
和 (3) ,并 且 若 vE8S, 则 mo=1, 由 上 面 的 了) 可 知 存 在 yeg 
使 得 对 每 个 iEI 和 wEV 均 有 (ao Mier mo WRF s=yr', 
显然 2 即 有 所 需要 的 性 质 ， 
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第 四 章 Q, 和 Q 上 的 二 次 型 


Si 二 次 型 
1.1. 定义 ' 
首先 担 一 下 二 次 型 的 一 般 概 念 ( 兄 Bourbaki; 代数 , 第 九 
， 章 ， 3, n°4), 


定义 1 BV EXRRA 上 的 模 。 end >4 叫 作 
H Low, 如 果 

1) Oioeci-oältel, a€ A, eh, 

2) KA, YeR) -I 一 Q@() 是 双 线 性 型 ， 

REKT, 名称 作 一 个 二 次 模 .， 在 本 章 中 ， 我 们 限定 在 
环 4 为 特征 +2 的 域 X 这 一 情形 ， 这 时 ，4- 模 信 是 扩 向 量 
空间 . 我们 假设 它 的 维 数 是 有 限 的 . 

我 们 令 : 


sy= 00+) -Qe) -00)), 


HF kR 2, AREARE. RI G, y) ery 是 
六 上 的 对 称 双 线性 型 ， 叫 作 与 @ 相 结合 的 内 积 ， 这 就 构造 出 
在 二 次 型 和 对 称 双 线 性 型 之 间 的 一 个 一 一 对 应 (在 特征 2 的 
时 候 情况 并 不 如 此 ). 
如 果 (V,@) 和 (VY',@) 是 两 个 二 次 模 , 线 性 映射 f; -> 六" 
称 作 是 从 (VY,@) 到 (V',Q') 中 的 辣 态 (或 保 距 同 态 ), 是 指 Qof 
=Q, XE fO) :f(y) = ey ARAR e, yEy). 
二 次 型 的 矩阵 ， 设 (enD lssn EH 的 一 组 基 ，Q 对 于 这 组 
， 37 ， 


基 的 矩阵 是 A= Loch, HF ay 一 eBj， 它 是 对 称 矩 阵 ， 如 果 
z=Zwme RH 中 元 素 , 则 
Q (2) "ée fon 


这 表明 Q@(o) 是 通常 意义 下 关于 wz，…， 人 的 二 次 型 . 
如 果 用 一 个 可 道 矩 阵 X 改变 基 (eo， 那 末 Q 对 于 新 的 一 
组 基 的 矩阵 是 AXA AEI SX HRE. 特别 地 ， 
det(A’) =det(4A)det(X)?7, 
这 吉明 det(4) 除 了 一 个 因子 ( 它 是 %” 中 元 素 ) 外 是 完全 确定 
的 ， 称 它 为 @ 的 判别 式 , W diso). 


1.2. 正 交 性 

ET, Q@) 是 x 上 的 一 个 二 次 模 ， 术 的 两 个 元 素 %,，y 称 
WEEK, mE ey=0, 以 H RREZRTV WTR H o 
全 部 元 素 所 构成 的 集合 ， 它 是 驻 的 向 量子 空间 。 假设 了 和 
VV 是 V 的 向 量子 空间 , 称 它们 为 正 交 的 , 如 果 FzCF8&8 即 如 
aech, YEVs, 便 导致 2.y==0. 

Y ASKER V 叫 作 六 的 根子 空间 (或 核子 空间 )， 
记 为 rad (V)， 它 的 补 维 数 (codimension) 称 作 是 Q 的 秩 ， 如 
果 严 =0, RIR Q 是非 退化 的 , 这 等 价 于 说 @ 的 判别 式 *0 
《在 这 种 情形 下 , 我 们 将 判别 式 看 成 是 群 #*/%4"? 中 的 元 素 ) . 

设 品 是 广 的 向 量子 空间 , $ 0 为 口 的 对 偶 ， 又 令 go: 
7 一 如" 是 如 下 的 函数 :， 它 将 每 个 wEF 结合 一 个 线性 型 (yE 
Uh>2. 仿 ，gp 的 核 是 Zr"， 特 别 地 可 以 看 出 ，Q 是 非 退化 的 
Sqr: F-zHr 是 同 构 . 

定义 2 GG, Um 是 六 的 向 量子 空间 . St RO 
的 正 交 直 和 , 如 果 它们 两 两 正 交 并 且 术 是 它们 的 直 和 ， 这 时 
可 以 写成 
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V =0:Ô Un. 
注 如 果 wzEV EU 中 分 量 为 ww 则 
dei = Qa (0) TT Qn Vm) , 
其 中 OI, 表示 人 @ 在 UU 上 的 限制 , 反之 , mU, OR 
一 个 二 次 模 集合 ， 上 面 的 公式 可 使 一 0 具有 二 次 型 Q, 称 
@ 为 @ 的 直 和 , 并且 有 六 一 Ui 命 … 合 0 
命题 1 如 果品 是 rad(V) 在 VV 中 的 补 子 空间 , 则 
V=U@rad V), 

这 是 显然 的 . 

命题 2 假设 (V, @) 是 非 退 化 的 , 则 

i) V 到 一 个 二 次 模 (VV', 9) 中 的 每 个 保 距 同 态 均 是 单 射 . 

i) 对 于 六 的 每 个 子 空间 加 , 都 有 

UY. dimU+dimỌ’=dimF, 
rad (U) =rad CU =U NVP, 
二 次 模 芝 是非 退化 的 人 Ze BE. Hax 天 = 0 全 Do 

ii) WRV 是 两 个 子 空间 的 正 交 和 ， 则 这 两 个 子 空间 均 
非 退化 , 并 且 彼 此 正 交 . 

证 如 果 天 V->V' 是 保 距 同 态 并 且 了 (w) =0, 我 们 有 

Y= 了 0):fOY) =0 (对 一 切 yED). 
这 导致 z=0, HAT, @) 是 非 退 化 的 , 

WRU EY 的 向 量子 空间 , 上 面 定义 的 同 态 9 >0* 
是 映 上 的 ， 事 实 上 ， 它 是 gr 了 一 大 SEM EVU" 的 
合成 , 而 我 们 已 经 假定 gr 是 一 一 上 映射， 因此 有 正 合 列 ， 

0—U°>V>U*—>0, 
于 是 dim V =dim Ọ*+ dim U? = dimU+dimU', 

这 就 证 明了 U0U 和 0 有 同样 的 维 数 ， 因 为 UGU?, 我 们 
有 U=U™, AR rad (U) =UNU 是 显然 的 , 将 此 式 用 于 
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并 考 虚 到 U%=U， 我 们 得 到 rad (U0) = rad(7)， 并 且 同 时 给 
出 边 的 最 后 论断 、 最 后 , 说 是 显然 的 . 


1.3. 迷 向 向 量 

定义 8 二 次 模 TV, Q 的 元 素 o 叫 作 是 迷 向 的 ， 如 果 
Q) 0, V 的 子 空间 UU 叫 作 是 迷 向 的 ， 如 果 它 的 每 个 元 素 
都 是 迷 向 的 . 

显然 有 

U žm o2tUCU eg 0. 

定义 一 个 二 次 模 如 果 有 由 两 个 迷 向 元 素 » 和 yy 形成 
的 一 组 基 , 并 且 %*y*0, 便 称 此 一 次 模 为 双 曲 平面 . 

将 y 乘 以 1/w*y 之 后 ,我 们 可 设 wyg=I， 这 时 该 二 次 型 


0i 
对 于 or, y 的 矩阵 为 ( 1 gd 这 样 简单 的 形式 ， 它 的 判别 式 是 


一 工 (特别 地 , 它 非 退化 ) . 

命题 8 设 ? 是 非 退化 二 次 模 T, Q 中 的 非 零 迷 向 元 
素 , 则 六 存在 子 空间 U, 使 "EU 并 且 隐 是 双 曲 平面 . 

证 AFV EBE, AMEE EV Ei el m 
y=2z— Lie 为 迷 向 的 ， 并 且 sy=2, ZH U = bei bu B 
有 所 需 性 质 ， 

S ”如 果 (V, 9) 非 退化 并 且 包 含 非 零 迷 向 元 素 , 则 

QV) =k., 

GRH, Stack, 均 存在 vETV ER) =a.) 

证 根据 命题 3， 可 设 矿 为 双 曲 平面 。 设 矿 有 基 ww， y, 
EF sy=1 并且 zz 和 yg 均 迷 向 ， 如果 ceE 思 WK 


seleri) 
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STEE Ok? 


1.4. FZE 

定义 5 二 次 模 (7, Q 的 基 (en …。 e) 称 作 是 正 交 的 ， 
如 果 元 素 a 两 两 正 交 , MWR V = be Ge, 
| 这 可 以 说 成 , @ 对 于 这 组 基 的 矩阵 是 对 角 阵 


| 

' ou 0 … 0 
0 Qg =e 0 , 
0 (TE Ei 


DR Zoe, 我 们 有 Q) = arit La, 
定理 1 每 个 二 次 模 (V, 均 有 正 交 基 。. 
证 我 们 对 w=dim 了 六 归纳 n=0 的 情形 是 显然 的 .如 
SH zm, V 的 每 组 基 均 正 交 ， 否 则 ， 取 一 元 素 e1EV， 使 
ere, e 的 正 交 补 HRS Ten RDA 
V =ka®H, 
按照 归纳 假设 ,五 AEX le ee, en), 于 是 (@1, gn nn Gel 
即 有 所 需 性 质 . | 
定义 6 本 的 两 组 正 交 基 
e= (ei, zc €n), €= (e, ***, a) 
叫 作 是 毗连 的 ， 如 果 它 们 有 公共 元 素 ( 即 如 果 存 在 过 和 尹 使 
f ease). ` 
定理 2 OG, 9) 是 维 数 >8 5 
e 一 (人 =, en), €= (e, =, Al 
是 六 的 两 组 正 交 基 ， 则 六 存在 正 交 基 的 有 限 序 列 e”, e 
vn ëm, E ei, em e, 并 有 目 对 于 0<i<m, e 与 etd 


相 紫 连 . 


Ki 
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(我 们 称 ef, eil 为 从 @ äi ei ane RE ` 
证 我 们 分 三 种 情形 考虑 : 
i) (e1'e1) (hte) — (e104)?#0, 
这 就 是 说 ，e 和 所 不 成 比例 并 且 平 面 了 = katke 是 非 
退化 的 ， 于 是 存在 ss 和 8 使 得 
P beffibe, 并 且 P bdëiibel, 
H H Æ PREZZ. KF P EB, 我 们 有 严 = HOP 
MAD. Sie w H 的 正 交 基 ， 我 们 便 有 从 e 到 e 
B EXE E E: l 
WM e> (er E2, e, WW: en) —> (eh, 82, e, WW Sisi, 
从 而 对 于 这 种 情形 证 明了 定理 . 
ii) (e1*e4) (6&*@) — (e1162) £0, 
H cd ok d RIE AELE, 
iii) (€1°€1) Lei EA 一 (er*ef)2 一 0 (i= 1, 2) . 
RIIA euE: 
5E Zeck Beta 非 迷 向 , 并 且 与 e 生成 
非 退 化 平面 . 
证 我 们 有 eres=elel 十 zw?(e2:6e2)， 因 此 我 们 必需 取 
V2 光一 (61*61)/ Ceh), 
此 外 , 为 了 es 与 e 生成 非 退 化 平面 , 其 充 要 条 件 是 
(e1°61) (es"ez) 一 Lëiegel Zait. 
如 果 我 们 把 上 式 左 边 算出 来 , 考虑 到 假设 条 件 二 ) ， 便 会 
rei 证 明 中 用 到 了 条 件 ; e1'e1 寺 0, elei, ergeet, 4 D WR pi, 改变 


一 下 标号 , 总 可 以 选取 e1, d, 的 满足 此 条 件 。 当 严 的 秩 志 1 时 , 易 知 定理 
2 成立。 一 一 译 者 注 


e Ai 9 


发 现 它 是 Zeie, difescli ， 现 在 假设 条 件 训导 至 
ep (=1, 2), 
因此 我 们 看 出 es 满足 引 理 条 件 仿 4 天 0 并 且 
22 尖 一 (el*61)/ (eseo) 。 
这 至 多 排除 掉 = 的 三 个 值 .如 果 石 至 少 有 4 个 元 素 , 我 们 可 以 
RALE e. FERRAT k= P, 的 情形 (由 于 char (h) #2, 
DEE 
方 均 为 1， 从 而 假设 条 件 过 ) 可 以 写成 
(ere) di) G=, 2), 
因此 Cee) / Cehre) =1, 
为 了 满足 条 件 2 大 0, —1, 只 需 取 z= 工 即 可 . 
RER e, del, 则 引 理 条 件 成 立 , 由 于 es 非 迷 向 ， 
ATHE el, Bio EH kake 的 正 交 基 ， 令 
e" = (es, ën EI. 
这 是 六 的 一 组 正 交 基 ， 由 于 ker 十 bes 是 非 退化 平面 , 本 证 明 
的 i) 部 分 表明 可 以 得 到 从 @ 到 e" GÉIE LHF 
e' 和 e" 是 毗连 的 , 从 而 即 得 定理 . 


1.5. Witt 定理 
STF, QMT, &@') 是 两 个 非 退 化 的 二 次 模 , SUAV 
的 子 空间 , 而 
s U>V' 
是 从 U 到 六 中 的 单 射 保 距 同 态 ， 我 们 希望 把 s 扩充 到 比 立 
大 的 子 空 间 上 ,如 果 可 能 ， 希 望 扩 充 到 整个 矿 上， 我 们 从 局 
退化 这 一 情形 开始 . 
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引 理 ”如 果 如 退化 , 我 们 可 以 将 s 扩充 成 单 射 保 距 同 态 
s U>V", EU J Ua 的 超 平面 . 

证 设 z 为 rad (D0) 中 的 非 零 元 素 ， 由 于 zz 迷 向 , 根据 
命题 83， 存在 六 的 双 曲 平面 包含 %， 于 是 可 找到 yEV,， 使 
vy 一 1, y'Yy 一 0， 由 于 yy 不 与 % 正 交 , 我 们 有 YU, 而 过 是 
子 空间 LU, Ubu 的 超 平面 , 类 似 地 , 我 们 构造 元 素 ui ECHT, 
使 sz) y'=1, ges Sëch" 是 线性 映射 ， 它 在 U 
土 与 s 一 致 , 而 将 Y 映 成 yy， 显然 5 即 为 所 求 . 

定理 3CWitt) WETV, @) 和 (V'，Q8') 是 同 构 的 非 退 化 
二 次 模 , 则 六 之 子 空间 UU 的 每 个 单 射 保 距 同 态 

s U>V' 
都 可 以 扩充 成 到 VY' 上 的 一 个 保 距 同 构 . 

证 因为 和 六 V' 同 构 , 我 们 可 设 了 =V'， 此 外 ,利用 上 
述 引 理 , 我 们 又 归结 到 UU 非 退 化 的 情形 。 现在 我 们 对 dimU 
利用 数学 归纳 法 . 

如 果 dimU =1, U 是 由 非 迷 向 元 素 % 生 成 的 ， 如 果 

y=s(%), 
我 们 有 YY.y=z'w， 可 以 取 8= 土 1, 使 wz 十 ey 非 迷 向 , 因 否 则 
我 们 将 有 
Zeit äu Hope Heu 0, 
这 将 导致 wz 一 0， 取 定 这 样 的 e 之 后 , 令 瑟 为 z=w 二 ey hy 
O 原 证 明 中 对 于 y 入 的 选取 还 不 能 保证 扩充 & 的 可 定义 性 。 建议 将 证 

明 修 改 如 下 : 

Waecrad(U), zap, SD-keing, Maii-keta äer). BE 

ve Ri, gé 2 RIE), E eu, te 

YEs(WINs(D), "ét, 
使 Yis 人 一 1。 令 太 是 避 和 2 张 成 的 向 量 空间 ， 定 义 线性 映射 st:T7 
>75 Esle=s 而 中 的 ) =y. W s 即 为 所 求 ,一 一 详 者 注 


正 交 补 . 我 人 有 六 hz@ 瑟 ， 令 o 为 “关于 A 的 反射 ， 即 它 
Hoon, 在 五 上 为 恒 等 映 射 , 而 将 z 映 成 一 由 于 
2 一 69E 五 ,我 们 有 

a(s—ey)=@—ey, olst ey)=—t— ey, 
于 是 c(z) 一 一 ey, 从 而 自 间 构 一 eo RE: 的 扩充 ， 

如 果 dimU>1, RIE U SERER DE, 其 中 U, 
U40., 根据 归纳 假设 , s 在 Za 上 的 限制 可 以 扩充 成 了 的 自 
Mäe, emm ors 之 后 ,我 们 可 以 假定 s ÆU EAE 
等 映射 ， 这 时 则 态 s 将 Cs 映 到 Cr 的 正 交 补 有 之 中 ， 根 据 
归纳 假设 ,s 在 Us 上 的 限制 可 以 扩充 成 了 ax ppo, 设 
0 为 了 之 如 下 的 自 同 构 : 它 在 V4 上 为 恒 等 映射 ， 而 在 Vi 上 
为 co， Wo 即 有 所 需 性 质 . 

系 ” 非 退化 二 次 模 的 两 个 同 构 的 子 空间 有 同 构 的 正 交 
补 . 

证 两 个 子 空间 之 间 的 同 构 可 以 扩充 成 该 模 的 自 同 构 ， 
然后 将 它 限 制 在 它们 的 正 交 补 上 即 可 。 


1.6. Gi 
GE D uyX X; ek kn ERZ 


次 型 、 当 i>j 时 , 我们 令 ayan, 于 是 4= (a) ERER, 
k", 了 有) 叫 作 与 了 (GE 4) 相 结 合 的 二 次 模 . 

定义 了 两 个 二 次 型 了 和 称 作 是 等 价 的 ， 如 果 它 们 所 
对 应 的 二 次 模 同 构 ， 

EES ed WEE APA ESA S EE, I 
2000 ett X, 使 得 A= XA 
$1.1). 
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仿 六 …， XDM IEn un Zei RRt HH. 我 
们 以 fig (或 者 在 不 混淆 时 写成 f+9) 表示 Otm) 个 变量 
的 二 次 型 

FX, Wed Xm) 十 g (Xna, Wéi Xatm). 
这 个 运算 对 应 于 直 和 运算 ( 见 81.2 定义 2)。 类 似 地 , 我 们 把 
f 填 (9) 写成 -VY 或 简写 成 fg). 这 里 有 一 些 转述 的 例子 。 

ENU 两 变量 二 次 型 4 (Yi， Xa) 称 作 是 双 曲 的 二 次 

型 , 如 果 我 们 有 
. Zon En ac Ei X}, 

(这 意味 着 对 应 的 二 次 模 ( 刀 ， 户 是 双 曲 平面 , 见 定义 4.) 

我 们 称 二 次 型 J(Xa，…， IA 表示 元 素 % Eh， 如果 存在 
vEk', s0, EFO) =5， 特 别 地 ， 了 表示 0 会 对 应 的 二 次 
模 包 有 非 零 迷 向 元 素 . 

命题 8” 如果 了 非 退 化 并 且 表 示 0， 则 j ~ 户 十 9， 其 中 
刻 是 双 曲 的 ， 而且 了 表示 % 中 所 有 元 素 . 

这 是 命题 8 及 其 系 的 转述 . 

SI 设 g=g( 了 Zs,…， 了 对 ,1) 是 非 退 化 二 次 型 而 w€8'， 
则 下 列 诸 性 质 披 此 等 价 ， l 

NEE? 

Gi) gc-hLoeft, 其 中 是 n 一 2 个 变量 的 二 次 型. 

Gii) 二 次 型 7 一 9 一 022 表 示 0. 

证 显然 (让 和 沪 G)， 反之 , 如果 g 表示 w， 则 对 应 于 9 的 
RF 包含 元 素 w 使 2'% 一 ag， 如 果 以 五 表示 2 的 正 交 
补 , RME V =HÔkr, 于 是 g~h 寺 a23, Rp h BRHF H 
的 一 组 基 的 二 次 型 . 

(让 坊 ( 放 ) 也 可 立即 得 到 ， 最 后 , MEN f= g-a? 有 非 
平凡 零点 (wi t, Da-i 2), 则 或 者 z=0, 这 时 9 表示 0, 因此 
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也 表示 wm RE 2+0, X glez, ty /2 一 和 于 是 (ii 
之 全 

系 2 设 y 和 是 秩 关 1 的 两 个 非 退 化 型 ， 令 一 9 一 4， 
则 下 匆 诸 性 质 彼 此 等 价 : 

(a) FERO, 

O Zock, 使 g 入 均 表示 4. 

(oi FE ack, 使 g--02? M hal? KER O, 

证 由 系 工 即 得 到 等 价 关 系 (b) 合 (oa)， 推 理 (b 僵 Ga) 是 
显然 的 ， 现在 让 我 们 证 明 (a) 一 (b):， 三 的 非 平凡 零点 可 以 写 
成 形式 (%, y), Ega) =h). 如 果 元 素 4=g(w) = 有 Cy) 不 
为 0, 显然 (b) 成 立 。 如 果 4=0, 则 型 和 yg 必 有 一 个 表示 0. 
例如 设 9 表示 0, 则 9 可 表示 大 中 每 个 元 素 ， 特 别 地 ,9 可 以 
表示 有 所 取 的 每 个 非 零 值 . 

定理 工 转述 成 二 次 型 分 解 成 平方 和 的 经 典 定理 ， 

定理 1 设 f 为 nn 变量 二 次 型 , 则 存在 a, e, ,E48, 使 
EE d e 

了 的 秩 是 wz#0 DEE d Dt TEST nreo rt A 
别 式 aaa ean A0 CRD F ZER. 

RA, Witt 定理 的 系 可 转述 成 下 面 的 “消去 定理 ”; 

. 定理 4 g fagh, =g ih 是 两 个 非 退 化 二 次 型， 
DIER del WE EE dE 
 S 如 果 了 非 退化 , 则 

` J ~ 十 … 士 go 十 及 
Ro, —— Ge 是 双 曲 的 ， 而 天 不 表示 0。 这 个 分 解 不 计 等 
价 是 唯一 的 . 

证 ”存在 性 由 命题 3 推出 ， 而 唯一 性 由 定理 4 推出 . 

[ 双 则 因子 的 个 数 m% 可 以 刻 划 成 由 f 定义 的 二 次 模 的 极 
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大 迷 向 子 空间 的 维 数 .] 


1.7. Fo 上 二 次 型 

设 2 关 2 为 素数 ,9 二 Pp' Hp DR, Fe 为 9 元 域 ( 见 第 一 
CERN) 

命题 4 k>? (>83) W Fi 上 二 次 型 表示 EENEI 
元 素 . 

e 根据 命题 3 的 系 1， 只 和 需 证 明 3 变量 的 二 次 型 表示 
0, 而 这 作为 Chevalley 定理 的 推论 在 第 一 章 $2 中 已 经 证 明 
过 了 . 

[让 我 们 指明 不 用 Chevalley 定理 怎样 证 明 这 个 定理 ,我 
们 必需 证 明 , 如 果 @ A, CR, WSA 
(*) ag’ + by’ =c 
AR. 设 4= {ae EF}, B={c-by y EF}. B AM 
如 均 有 (g 十 1)/2 个 元 素 ， 于 是 4NB*%, 从 而 给 出 (*) 的 一 
组 解 .] 

现在 让 我 们 注意 F/F 只 有 两 个 元 素 (第 一 章 8 3. 1), 
mac 是 一 个 非 平方 元 素 . 

命题 5 Fe Ln WEEB Z KEST: 

itet Xat RE Xite t tes 
按照 其 判别 式 是 否 为 平方 元 素 而 定 . 

证 n=1 时 这 是 显然 的 . 如 果 wz>2， 由 命题 4 知 型 了 表 
R1, 因此 它 等 价 于 了 ?十 g,， 其 中 g 是 mn 一 1 个 变量 的 型 ， 然 
后 对 9 利用 归纳 假设 即 可 . 

S F, 上 两 个 非 退 化 二 次 型 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 有 
同样 的 秩 和 同样 的 判别 式 . 

(当然 判别 式 看 成 是 商 群 F/F 中 元 素 ,) 
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$2. Q 上 的 二 次 型 


在 本 节 中 (8 2.4 除外 )2 是 素数 而 四 为 padio R Q. 
所 有 的 二 次 模 均 是 4 上 的 非 退 化 的 .对 于 二 次 型 我 们 也 
作 同 样 的 规定 . 


2.1、 两 个 不 变量 

E V, Q) 是 秩 % 的 二 次 模 ，a(Q@) 是 它 的 判别 式 〈 它 是 
k/k HER, WS 1.1), WE e= (er, … em) 是 广 的 正 交 基 
并 且 令 U= ure, EA 

dQ) =ar an CERK"). 

(下 面 我 们 常常 将 妨 中 一 元 素 和 它 mod 1 之 同 余 类 用 同一 
字母 表示 . ) 

现在 让 我 们 回忆 一 下 ， 如 果 a, ACR, ISS 
$ 1.1 中 定义 了 Hilbert #5 (a, 8) = 二 土 1. 令 

eist Dis, a), 


于 是 有 s(e) = +1., Beie, 9) 的 不 变量 ， 

ERÖ 数 s(e) 与 正 交 基 e 的 选取 无 关 . 

证 如果 n=1, Mele) =1. WE n=2, 则 s(e) 开会 
型 Z?— aX? — aY? 表示 0, XAFA S aX Haay’ 表 
M1R S HRID. BER- RMERE TE CEV W 
Q(o) 1, 而 这 一 点 不 依赖 于 e 的 选取 ， 当 nz>8 时 ， 我 们 对 
有 用 数学 归纳 法 .根据 定理 2， 我们 只 需 证 明 当 e 和 e' 毗连 
时 有 s(e) 一 s(e)， 由 于 了 ilbert 符号 的 对 称 性 ， 如 果 和 改换 
4a 则 不 改变 s(e) 的 值 ， 因此 可 以 假设 e= e, ee, on) E es 
0， 如果 令 =6'@， 则 =wmz， 于 是 可 以 将 se) 写成 形 
EN , 
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Sie) = (@1, arean) JI ， (a, a) 
= (a, d(Q) a) AIL ， (a, ap), 
这 是 因为 d (Q) 一 an。 
类 似 地 ， 
ste) = (a, d) a) AL, Lo, 0). 
但 是 将 归纳 假设 用 于 ea 的 正 交 补 , 则 有 
AL, (CA E 一 JI Loi, gi, 
由 此 即 得 所 需 结 果 . 
从 现在 起 我 们 把 (e) wR e). 
转述 ”如果 了 是 % 变 量 二 次 型 而 
IT EE E 
则 两 个 元 素 d(f) =ar aal E FAE, 
sf-=H (a, a) (ET{B 土 1}) 
是 了 之 等 价 类 的 不 变量 . 


2.2. 用 二 次 型 表示 中 元 素 
引 理 vi Fy 向 量 空间 如 /8*? 中 的 元 素 个 数 为 2， 其 中 
Dk WF p+2, 
3， 如 果 p=2, 
b) 如 果 ack"/k” m e=t1, $ 
Ha= {e Ek"/k?| (æ, a) =e}. 
当 a=1 时, Hi 有 2 个 元 素 而 H=, 4al, HiH 
2 一 个 元 素 (s= 1), 
oi fo a Ck'/k" Ti e, e= +1, 假设 Hi M Hy 均 非 
z, 则 HiN Hsy~=bSOa=w 并 且 s= 一 8 
+ 5Q 


证 引 在 第 二 章 $ 3.3 中 业已 证 明 . Db) 情 形 <K= 工 是 显然 
的 。 如 果 &z1, 同 态 2F> la, b k/k RAEL EG 
Z% § 1.2, W2). AEH Hi Æ k/k? 的 超 平面 ， 从 而 
Kee E KT GEES ENK Ce EE ee 
Hi 的 “ 仿 射 " 超 平面 )， 最 后 ,如果 Hi 和 5 均 非 空 有 不 交 ， 
则 每 个 集合 都 必需 有 2 个 元 素 并 且 彼 此 互 为 补 集 ， 这 就 
导致 Hi= Hz, 于 是 
Go a)= (m, oi (对 每 个 sekk), 
由 于 Hilbert 符号 是 韭 退化 的 , 于 是 4~w 并 且 =e, B 
过 来 是 显然 的 . 
现在 设 了 为 秩 %% 的 二 次 型 。d 一 4( 有 ) 和 6=s(f) 为 它 的 
两 个 不 变量 . 
定理 6 了 表示 0 的 充 要 条 件 为 
i) n=2 而 94= JEE. 
i) n=8 而 (一 1, 一 d) së. 
iii) n=4; d#1 R# d=1 ñi e=(-1, —-1). 
iv) nh 
{特别 地 , 变量 数 之 5 的 二 次 型 均 表示 0.) 
在 证 明 此 定理 之 前 , 我 们 先 指出 它 的 一 个 推论 : 设 
aEk'/k?, fe=faaz, e 
我 们 知道 ( 见 $1.6), LEROS ft mo mm. 容易 验 
证 
d(fo)=—ad, (fo)=(—a, d)e, 
将 定理 6 用 于 f。 并 且 考 虑 到 上 述 二 公式 就 得 到 ， 
R 令 aEFr/Wr”?， 则 了 表示 4@ 的 充 要 条 件 是 
i) n=1 而 a=d. i 
i) n=2 T (a, —d) =€, 
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iii) n=83; xc 关 一 4 或 者 a=-d 并 且 ( 一 1， 一 办 一 8， 
iv) n>4, 
(注意 在 此 及 定理 6 的 陈述 中 , a 和 4 看 成 是 如/8”? 中 元 
素 , 从 而 a+ -d 是 指 4 不 等 于 一 4 与 某 平方 元 素 之 积 .) 
定理 6 的 证 明 ， 我 们 记 S A E EE) 
分 别 考虑 %==2,，8, 4 M> HRE. 
i) mn 一 2 情形 , 
H FERIS 一 m/w 是 平方 元 素 , 但 是 在 如/ 如 中 
一 Ma 一 uge ~d, 
于 是 这 意味 着 d=-—1, 
i) mn 一 3 情形 . 
H SEA OSH -afas X I — aXX ZRO. 
由 Hilbert 符号 的 定义 本 身 可 知 , 后 一 个 二 次 型 表示 
0 会 (一 asci， 一 Cs0a) =l, 
将 其 展开 , 我 们 发 现 
GL —1) (~—1, a) (—1, gel (as, as) (aa, gel (aa, a3) (aa, gel 
一 工 
但 是 (4s, as) = LL a) ( 见 第 三 章 8 1.1, 命题 2， 公 式 ien, 
因此 上 述 条 件 就 可 重新 写成 如 下 形式 ， 
LL —1)(—1, oagaas) (ar, a2) Lon, as) (aa, as) =1, 
这 就 是 (一 J， 一 只 e=~1, 也 就 是 (一 1,， 一 9) =e, 
DU n=4 É. 
根据 命题 3 的 系 2，f 表示 0 全 存在 元 素 pE 加 /ja， 使 
GIE CEET ET 
的 过 ,这 样 的 < 可 以 刻 划 为 
(z, — aaa) = (ay, aa), 
并 且 (©, ~as) Lg, gl, 
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设 4 为 第 一 条 件 定义 的 k/k ir BERRIREN 
的 k/k? 之 子 集 ， 于 是 了 不 表示 0SANB=0. WME AMB 
显然 非 空 (例如 a EA, -a EB). 如 本 小 节 一 开始 所 述 引 理 
的 0) 部 分 可 知 , 关系 4 由 B= 等 价 于 
tat — ga, 和 (a, aa) 一 一 (一 0a， 一 04) 。 

第 一 个 条 件 意味 着 4=1， 如 果 它 成 立 , 则 

E= (da, gel (ën, G4) Log, deg). 
使 用 关系 v) = (一 1, w) (第 三 章 $1.1, 命题 2 的 公式 iv))， 
由 此 便 给 出 

8 = (Q1, a2) (as, aa) (— 1, asdd) 

= (aa, aa) (— as, —a4a) (~1, ~1). 

于 是 第 二 条 件 可 以 写成 = 一 (一 1,， —1). 由 此 即 得 结果 . 
iv) mn 之 5 情形 . 

只 需 讨 论 %=5 情形 ， 利 用 上 述 引 理 和 上 述 系 的 记 ) 部 分 
我 们 看 出 , 秩 2 的 型 至 少 表 示 k/k 中 OTA, 由 此 得 出 
RATES? 的 型 也 同样 正确 ， 因 为 2!'>2, 从 而 了 至 少 还 
ER k/k” 中 与 4 不同 的 一 个 元 素 a， 我们 有 

f~aX’iyg, 
这 里 .9 为 秩 4 的 型 .g 的 判别 式 等 于 d/a, 从 而 不 是 4， 而 由 
ii) 可 知 g 表示 0， 从 而 这 对 于 于 同样 正确 ， 于 是 完成 了 定理 
6 的 证 明 ， 

注 D 设 了 是 不 表示 0 的 二 次 型 ， 上面 的 结果 表明 , 可 
以 被 了 所 形 示 的 k/k? pg n=l, 2, 3, 4 时 分 别 为 土 
2 2 一 了 2 

2) 我 们 已 经 看 到 , 任 一 Q, 上 5 变量 二 次 型 均 可 表示 O, 
与 此 相 联 系 ， 让 我 们 提 一 下 E. Artin 的 一 个 猜想 ，Q,， 上 的 
产 中 十 1 个 变量 的 4 次 齐 次 多 项 式 必 有 非 平凡 零点 ， 当 4=3 


。53 。 


时 已 经 被 肯定 地 加 以 解决 (例如 见 T. Springer, Koninkl. 
Nederl. Akad. van Wetenss., 1955, pp. 512~516), 在 大 约 
三 十 年 里 , 未 能 解决 一 般 情 形 . 一 直到 1966 年 , G. Terjanian 
证 明了 Artin 猜想 是 不 对 的 : Qo 上 存在 着 18 个 变量 的 4 次 
齐 次 多 项 式 , 它 没有 非 平 凡 零 点 ，Terjanian 从 多 项 式 
ak, Y, Z) =X°YZ+Y°ZX +Z? XY 
+X'Y’ +Y’? + ZX? tyt At 
出 发 , 该 多 项 式 有 性 质 : 如 果 ( y, 2) Æ Z) 中 本 原 向 量 , 则 
ais, y, 2)=—1 Gnod) $ 
f (Xs1, cn X) =n(Xa, Xa, Xa) 
. LE, Xs, Eealtaks, En Xo. 
我 们 有 : WMR (0r e, zi ER, Wf, — 2) £0 (mod4), 
由 此 容易 推出 多 项 式 
F(X, e X) 
=f (Xa, e, Xd +4f (Xio, e, Xs) 

没有 非 平凡 零点 . 〈 对 于 所 有 的 Qu 均 存 在 类 似 的 例子 ， 但 是 
次 数 更 高 . ) 

尽管 如 此 ， 我 们 知道 Artin 猜想 “几乎 ”是 对 的 ， 对 每 个 
固定 的 次 数 4, Artin 猜想 对 于 除了 有 限 个 之 外 的 全 部 素数 2 
都 是 对 的 (Ax-Kochen，Amer. J. of Math., 1965), 但 是 其 
至 对 于 4 一 4, 我 们 也 还 都 不 知道 如 何 决定 例外 素数 集合 . 


2.3. 分 类 

定理 7”% 上 的 两 个 二 次 型 等 价 侣 它们 有 同样 的 秩 ， 同 
样 的 判别 式 和 不 变量 s， 

证 由 定义 即 知 两 个 等 价 的 二 次 型 有 同样 的 不 变量 ， 反 
过 来 , 我们 对 所 考虑 的 两 个 型 和 yg 的 次 数 % 进 行 归纳 (n 一 0 
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的 情形 是 显然 的 )， 根 据 定理 6 的 系 , SA gR h/b chi 
样 元 素 。 因此 可 以 求 得 asE 大 ， 使 它 同时 被 了 和 9 表示 。 这 
使 我 们 可 以 写成 . 
fma? tf, g~aZ’+g, 

HEP S A g En- 的 二 次 型 ， 于 是 有 

a(f')=ad(f)=ad (g9) =4(9'), 

8(f)=s(f) (0, dis EC) (a, dg) =el’), 
从 而 产 和 yg 有 同样 的 不 变量 . 根据 归纳 假设 我 们 有 卢 信 9 
于 是 了 ~g. 

R ”不计 等 价 ， 只 存在 唯一 的 一 个 秩 4 的 二 次 型 不 表示 
0。 如 果 (g, 5) = 一 1, 则 这 个 型 是 区 一 aw? 一 80g 十 bf2. 

证 事实 上 ,根据 定理 6, 这 样 的 二 次 型 可 以 用 

df)=1, ef LL -1) 
KA. 经 简单 计算 可 知 2 一 gw: 一 by* 十 gab 如 有 这 些 性 质 . 

注 ”这 个 型 是 Q, 上 唯一 的 4 次 体 的 标准 范 ， 这 个 体 可 
以 定义 成 以 {1, å j, 夺 为 基 的 “四 元 数 ” 体 , 其 中 

An Zb ij=k=- ji, 
而 (a, b)=—1, 

命题 6 设 n>1, dEk*/k 而 8= +1, 则 存在 秩 % 二 次 
型 f 使 4(f) =d, (f) = 的 充 要 条 件 是 %=1，s 一 1; 或 者 
n=2, dé RË n=2, gl 或 者 n 之 3. 

证 %= 工 情形 是 显然 的 ,如果 n=2, 则 有 f~a 了 ?十 bY 
MEEI) =-—1, M elf) = (a, 8) == (a, 一 06) =1， 因 此 
我 们 不 能 同时 有 a (有 = 一 1 和 s(]) = 一 1， 反 过 来 ， 如 果 
4 二 一 1,8 一 1, 我们 取 了 = 也 ?一 了 ”如 果 Q 关 一 1, 则 存在 64E* 
Sa, 一 0) =s, RIIK Tatta, 

MR n=3, RAEk k”, a 一 48， 根据 上 面 所 看 到 
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的 ， 存 在 一 个 秋 2 的 型 g, 使 得 @(J 一 ad，s(9) =£, ~d), 
于 是 型 aZ? 十 g 即 为 所 求 ， 对 于 > 和 的 情形 , 取 
Zant Za X) +Xi+ AX} 
便 可 化 成 w=3 的 情形 , 其 中 9 有 所 需要 的 不 变量 ， 
S DANZ, 上 秩 m 二 次 型 的 类 数 , 则 
4, MF n=1, 0 关 3; 
| 8， WẸ n=1, p=2; 
7, 如 果 n=2, pi 
15, 如 果 n=2, p=2; 
8， WẸ n>3, ai 
16, WẸ n>3, p=2, 
证 RKE p2 d) 可 以 取 4 个 值 ， 当 p=2 时 ， 
Q( 力 可 以 取 8 个 值 ， 而 8《7) 可 以 取 2 个 值 . 


2.4. 实数 域 情形 
设 /为 实数 域 及 上 悉 ”二 次 型 ， 我 们 知道 
f~ Et ER EI EZ, 


其 中 ?和 s 是 非 负 整数 并 且 7+s=m% (r, 9 只 依赖 于 vu 
作 的 符号 量 ， 如 果 了 或 3S=0， 即 如 果 j 不 变 符号 我 们 称 记 
为 定 二 次 型 ; 否则 便 称 了 为 不 定 二 次 型 (这 即 是 了 表示 0 的 情 
EI. 

象 情形 Q, 那样 定义 不 变量 ein. HF 


(Gi —1)=—1, 
我 们 有 
8 s(s-1) 1, Rss, 1 (mod 4) ， 
DE Kleer zf 
géie? { 如 果 s=2, Arend A. 
m H. 


: 1, 如 果 s 三 0 (mod2), 
a=) gf ES (mod 2), 
我 们 看 到 , dM s( 方 的 知识 由 s 的 mod4 同 余 类 所 决定 
特别 地 , 如 果 ms3, 则 已 和 8( 力 决定 了 了 的 等 价 类 ， 

还 可 以 检查 定理 6 的 前 三 部 分 及 其 系 对 于 及 是 正确 的 
(事实 上 , 它们 的 证 明 只 使 用 了 Hilbert 符号 的 非 退 化 性 ， 而 
这 一 点 也 可 以 用 于 R). PAS iv) 部 分 是 不 能 推广 的 . 


3. Q 上 的 二 次 型 
下 面 所 考虑 的 二 次 型 的 系数 均 属 于 @ 并 且 是 非 退 化 的 . 


3.1. 型 的 不 变量 

象 第 三 章 82 那样 , 我 们 以 了 表示 所 有 素数 与 符号 oo 组 
成 的 集合 , 令 BECH 

设 f~qy 了 ?十 … 十 4m 了 x 是 秩 n 二 次 型 我们 把 它 与 如 
下 一 些 不 变量 相 联 系 ; 

a) 判别 式 4 有 =a…a ER", 

b) 设 vEV, 单 射 @ 一 Q, 可 使 我 们 将 看 成 是 Qo EH 
二 次 型 (我 们 将 把 它 记 成 fo). fo 的 不 变量 记 成 (用 和 
Self). BRUL) Ead) 在 自然 映射 QQ 一 QQ2 之 
下 的 象 . 我 们 有 

E(P) =L Co ov 
乘积 公式 (第 三 章 8$ 2.1. 定理 3) 给 出 关系 
LL eo(f)=1. 

0) 实 二 次 型 了 的 符号 量 (r, 引 是 了 的 又 一 个 不 变量 . 

有 时 把 不 变量 dS), EA C, s) 岂 作 了 的 局 部 不 变 
HH. 
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3.2. MERTA 

定理 8(Hasse-Minkowski) f ER 0 的 充 要 条 件 是 对 于 
Stach, 型 户 均 表示 0. 

( 换 名 话说, f 有 “整体 ”零点 的 充 要 条 件 是 了 处 处 有 “局 
部 "零点,) 

证 必要 性 是 显然 的 . 为 了 证 明 充 分 性 , RME SEIE 
如 下 的 形式 : 

f=aXI+ GEHT, 
把 f 改 成 arf, 还 可 以 假设 04=1， 我 们 分 别 考虑 情形 %=2, 
3, 4 MD, 

i) 情形 ”一 2. 

我 人 有 f=Xi—aX} 由 于 f 表示 O, AM a>0, 如 
果 将 写成 

a= p”, 
则 户 表 示 0 这 一 事实 说 明 a 为 Q, 中 平方 元 素 , 于 是 vla) 为 
偶数 .由 此 推出 a 是 Q@ 中 平方 元 素 , 从 而 了 表示 0. 

ii) 情形 n=3(Legendre). 

我 们 有 了 一 了 1 一 e。 了 3 一 0 卫 3， 由 于 4 和 2 均 允 许 乘 一 个 
平方 因子 ， 我 们 可 设 a, 5 均 是 无 平方 因子 的 整数 ( 即 对 每 个 
素数 p, vola) M vO) 均 是 0 或 1)， 还 可 以 假设 lal <121, 
现在 对 整数 m= |a| 十 15| 用 数学 归纳 法 . 如果 m=2, 我 们 有 

f=XîtX}+X3, 
HH fe 必须 表示 0， 人 情形 XIX-XX 被 排除 掉 。 而 在 其 
余 情 形 下 , f 均 表 示 O, 
现在 设 m>>2, Mbl z3 将 5 写成 
bp, 
其 中 p 为 两 两 不 同 的 素数 . 设 2 为 和 中 的 某 一 个 , 我 们 将 证 


HH a 是 mod2 平方 元 素 ， 如 果 a=0(modp), 这 是 显然 的 , 否 
Dok padio 单位 .根据 假设 , 存在 (z, y, 2) EQ), 使 
z oi by 0. 
可 以 假设 (w, y, 人 本 原 ( 见 第 二 章 82.1， 命 题 6). 我 们 有 
2—az’=0(modp). 
由 些 可见, 如果 e (modp), I z=0 Cmodp), FE p°|by’, 
由 于 2540) 一 1， 从 而 y=0 (mdp), ZRS m, y, 力 本 原 这 一 
FEFE. TERA w 才 0 (mod p), 这 表明 a È (mdp) 
平方 元 素 ， 现在 因为 2/22 一 12/p.2， 我 们 看 到 4 是 modb 
平方 元 素 . 因此 存在 整数 上 nh 使 
LN EEN 
ABEE LCD ELE AR bb =t—a 表明 65' 是 
扩张 (Va)/8 的 范 ， 其 中 4% 一 Q@ 或 Q@。。 由 此 我 们 推出 ( 论 
据 间 第 三 章 命 古 1), f 在 中 表示 0 的 充 要 条 件 为 
f'=X}—aX2—b' X? 
表示 0. 特别 地 , 在 每 个 Q@, H FERO BERIE 
It - Jaen) ins, 


W b= d"u, Hep 6"，ww 为 整数 而 5" 无 平方 因子 ， 从 而 有 
12"|<<151. papa ER ar burg 由 于 
它 等 价 于 户 ,从 而 它 在 @ 中 表示 0, 因此 了 在 Q 中 也 表示 0. 

ii) 情形 w=4. 

W fakt Le Et dE Set Ott 
示 0, 根据 $1.6, 命题 3' 的 系 2 可 知 存在 EQ’, 使 c, 同 时 
Sakhi 和 c 且 38+d 了 4 所 表示 。 由 定理 6 系 的 说 部 分 
( 它 同样 可 以 用 于 Q. =R), EmA 


CH —4ab),= (a, Ai (to, 一 cd 一 (o, Ds 
HFHS vcn). 
由 于 H (a, giel (e, d);=1, 
我 们 可 以 应 用 第 三 章 82.2 的 定理 4 由 此 可 知 存在 2EQ， 


s (z, —ab)a= (a, Bis (©, —0d)e= (0, die 


(对 每 个 wET). 

在 每 个 Q, 中 型 a 全 ?十 9X3 一 22? 表示 0， 从 而 由 上 可 知 它 在 
Q FERRO 于 是 z 在 @ 中 可 以 被 a 全 ?5 了 8 所 表示 ， 同 
样 的 推理 可 用 于 ce 也-+4 卫 ， 由 此 即 知 表示 0. 

iv) 情形 n>, 

对 % 归 纳 ， 将 了 记 为 

了 一 7 一 9 

EbA-—oEiios ki g= — (as e te, 

SS AV HTE, Hoo, 2 以 及 

PEV | FERT t>3, {E volu) #0} 
所 组 成 。 这 是 有 限 集 ， 令 vES， 由 于 万 表 示 0， 从 而 存在 
EQ, CE Q. 中 同时 被 A 和 g 所 表示 . 于 是 存在 
WEQ, (lS<i<n), 
使 得 Aa, oi ae gie, SI. 
但 是 Q, 的 平方 元 素 形成 开 集 ( 见 第 二 章 8$ 3.3). 应 用 逼近 定 
理 (第 三 章 $8 2.23 引 理 2)， 可 知 存 在 mm，wEQ, 使 得 令 
gc hin, al, 

便 有 a/u EQ? (对 于 每 个 v0€5)， 现 在 考虑 型 有 一 42?--g 
MRCS, g EQ, PER, HF a/o ERS, MCE 
Ra, TE f ER, 中 表示 0. WEES, g 之 系数 一 6s,…， 
一 均 是 vadio 单位 , 因此 de Cg) 08 vw-adie 单位 ， 而 由 于 
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042, 我 们 有 sv(g) =1( 这 也 可 以 由 第 二 章 $ 2.2 的 定理 1 系 
2 以 及 Chevalley 定理 而 推出 )。 在 所 有 情形 下 ， 丹 在 Q, 中 
均 表 示 0。 由 于 WEA nl, 利用 归纳 假设 可 知 户 在 @ 
中 表示 0 即 9 在 @ 中 表示 4， 由 于 有 表示 @, 从 而 表示 0 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

系 1 waca, 则 了 在 @ 中 表示 4 的 充 要 条 件 是 它 在 
每 个 Q@, 中 均 表 示 a, 

证 将 定理 用 于 型 a2* 一 ff 即 可 . 

R (Meyer) >B KARRO 的 充 要 条 件 是 它 
为 不 定 二 次 型 ( 即 它 在 B 中 表示 O), , 

证 ”因为 由 定理 6, 这 样 的 二 次 型 在 每 个 @, 中 均 表 示 O. 

系 8 令 n 为 的 秩 .假设 n=83( 或 者 n=4 而 4(f) = 二， 
如 果 除 了 至 多 一 个 之 外 了 在 所 有 Q, 中 均 表 示 0, 则 了 表示 0， 

证 假设 % 一 83、 按照 定理 6, SERQ 中 表示 0 的 充 要 条 

件 是 
Lei, (—1, —a(f))e= Self. 
但 是 两 组 sv(j 和 (一 1， 一 d( 几 )。 均 满足 第 三 章 82.1 的 乘 
积 公式 .由 此 可 知 ， 如 果 (*)w 对 于 除了 至 多 一 个 之 外 的 全 部 
oo, BEKO 对 于 全 部 v 均 成 立 ， 由 定理 8 EASE 
示 0， 

当 %w=4 并 且 Q(f) = 工时 可 以 同样 推理 ， 只 不 过 是 将 等 
ROBRO ~is NET. 

注 1) 假设 ”=2, 而 了 在 除了 有 限 个 之 外 的 全 部 Q, 中 
HERO 利用 算术 级 数 中 的 素数 定理 (第 四 章 8 4.8) 可 以 证 
H f ERO, . 

2) 定理 8 不 能 推广 到 次 数 之 3 的 齐 次 多 项 式 去 ， 例 如 
Selmer 证 明了, 方程 


3XsT473523 一 0 
在 每 个 Qu 中 均 有 非 平凡 解 , 但 是 在 'Q 中 则 不 然 . 


3. 分 类 

定理 9 设 f 和 f' 是 QQ 上 的 两 个 二 次 型 ， 则 了 和 户 在 
Q 上 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 在 每 个 Q。 上 等 价 . 

证 必要 性 显然 ， 为 证 充分 性 , 我 们 对 f 和 入 的 秩 w 归 
纳 ， 如 果 %=0, 则 没有 什么 可 证 的 . 否则 的 话 , FE ac 可 
被 了 所 表示 , 从 而 也 可 被 所 表示 (定理 8 的 系 二 .因此 我 们 
有 j~a22 二 0 f-afiioe 根据 $1.6 的 定理 4, 我 们 对 所 
有 的 wEF， 在 Q, 上 均 有 9~9Y.、 由 归纳 假设 可 知 在 Q@ 上 
9g~9, Am 

R 设 (r, s) 和 (r', NESAF BRIE. WII 等 
价 的 充 要 条 件 是 : 

df)=af"), (Le, s) = Lei, di 

并 且 对 每 个 v0€ 了 均 有 ev(f)=8v(f). 

证 事实 上 ， 这 些 条 件 意味 着 了 和 六 在 每 个 H 上 均等 
价 . 

注 不 变量 组 d=d(f), a 2f) 和 (7; 站 不 是 随意 的 
它们 要 满足 如 下 一 些 关系 . 

D 对 几乎 所 有 的 EV， =t, HH II e= 

(2) 当 n=1 或 者 m=2 M d Æ QQ 中 之 象 d= 一 1 
时 , 有 el. 

(3) r, s>=0 MH 十 8 一 m。 

(4) da= (—1)°. 

(5) sa (一 D 


EES EEN e 


反之 : 

命题 7 Rd, (ew)ver 和 (7, 3) 满足 上 述 关系 ( 了 ~ (5)， 
MEEA 上 秩 二 次 型 具有 不 变量 组 d，(8w)ver AC, $3). 

证 n= 时 显然 . | 

假设 %=2， 令 EV, 由 Hilbert 符号 的 非 退 化 性 以 及 条 
件 (2), 可 证 存在 o, CH E (2o 一 四 。= sr 由 此 及 条 件 ( 了 D 即 
知 存在 EQ'， 使 对 每 个 EV 均 有 (w， 一 )。=8s (第 三 章 
§2.2 定 理 人 多， 型 4 也?+wady? 即 为 所 求 . 

假设 w%=3， 令 

8= feelt, — Dec —ëel. 
REAME. WEES, E/T 中 取 一 个 元 素 co 不 等 于 
一 d 在 此 群 中 之 象 一 d,. 利用 逼近 定理 (第 三 章 8$ 2.23 引 理 2)， 
我 们 看 到 存在 cEQ*， 使 对 于 每 个 vES,， e Ep A 
Ro 由 上 面 所 证 即 知 存在 秩 2 的 型 9 使 

dlg) =cd, Elg) = (6， 一 ve。 RA VEN), 

型 f=-o22 十 9y 即 为 所 求 ， [注意 若 mw 和 83， 我们 不 需要 考虑 型 
的 符号 量 ， 因 为 条 件 (3)，(4)，(5) 可 推 得 它 是 & ae HK 
数 .] 

当 wz>4 时 我 们 对 nw 归纳 . al, 利用 归纳 假设 我 们 
得 到 秩 % 一 1 的 二 次 型 g, 它 有 不 变量 组 d，(sw) vev 和 (7 一 1 
ei, W 卫 ? 填 g 即 为 所 求 ， 当 7=0 时 ， 我 们 使 用 不 变量 组 为 
=d, so( 一 二 一 的 ,和 (0 nm 一 1) 的 一 个 秩 m 一 1 二 次 型 及 型 
一 及 ?十 h 即 为 所 求 . 


附录 三 个 平方 数 的 和 


En p RERS. 我 们 称 % 是 p 个 平方 数 的 和 ,如 果 n 在 环 加 上 
可 用 二 次 型 Xit +X 表示， 即 如 时 存在 整数 m4， o, np 使 


DEE n, 

定理 (Gauss) 一 个 正 整 数 是 三 个 平方 数 的 和 的 充 要 条 件 是 它 不 能 
gem, HI a, bEZ, 

(例如 车 Ale, NI n BEER n=, 2, 3, 5, 6(mod8) .) 

证 EnO, Zb dE E Q 
平方 元 素 ( 第 二 章 ER BERNE 

BRA MEET 
要 条 件 为 4>0, 并 且 -a 不 是 Qs 中 平方 元 素 . 

证 根据 定理 8 的 系 1, 我 们 必须 表达 出 在 及 和 所 有 Q 中 了 都 可 
以 表示 a 这 一 事实 .及 的 情形 给 出 条 件 a>0， 另 一 方面, 局 部 不 变量 
ds( 四 和 8p( 力 等 于 1， 如 果 p 半 2, 我 们 有 

EEN 
因此 由 定理 6 的 系 可 知 在 Q 中 了 ARRA, ue, 我 们 有 
(~1, -a= éent, 

由 上述 同 一 个 系 可 知 f 在 RERO H A hat- R 
是 @ 中 平方 元 素 . 

现在 我 们 必须 从 d 中 表示 过 渡 到 多 中 表示 ， 这 使 用 下 述 引 理 

引 理 (Davenport-Cassels) 设 J(X) = Bast, 是 正定 二 次 型 


(as) 为 整 系数 对 称 和 矩阵 . 我 们 还 假设 : 
OD) 对 于 每 个 z= 《21,-…, zp) EHS, A y EZ, 使 
fæ-y) <1, 

如 果 j 在 Q 中 可 以 表示 ? 62 BR SE ZPETUER, 

证 WR get, zp) 和 yy~ Dn, yp) 为 Or 中 两 个 元 素 ,以 
2y 表示 内 积 已 au， 于 是 zz 一 (zc)， 

设 了 在 @ 中 可 表示 整数 %。， 则 存在 整数 1> 0， 使 tm=x.z， 其 由 
seze, WAR tN 2 使 t 达到 极 小 值 ， 我 们 必需 证 明 t=, 

由 假设 条 件 (H) ,可知 存在 yE2?, 使 


Zäite EAR 


如 果 42 一 0, 则 ~0, 而 二 有 整 系数 ， 由 于 :的 极 小 性 , 可 知 t=1 
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现在 假设 +0, 我 们 令 
a=y:y—n, b=2(nt—r'y), t=at+b, Y=art+by, 
则 a, b, t' EZ, 并 且 
s'ex =ar a+ abs- y+ by y =at n+ab(2nt—b) +b? n+a) 
=n (at? + 2abt +b?) =t°n, 
而 且 
tt =at? L bës Ein, ynt? + 2t? — te y 
=y y — tey +x s= (ty—s) (tyr) =t, 
于 是 #=tz's。， 由 于 0<zz<1, 我 们 有 0<#<t。 这 就 与 的 极 小 性 
相 逆 质 , 从 而 证 明了 引 理 . 

为 了 证 明定 理 ， 现 在 只 需 检查 型 1 一 X? 十 了 E+ 及 满足 引 理 条 件 
《HH)， 但 这 是 显然 的 : 如 果 Ge, rn za) EQ, 我 们 取 UL Y2 ys) € 23, 
使 [zs 一 <1/2(I<i<3),. 于 是 有 (v1 一) ?<3/4<1, 

系 1CLagrange) 每 个 正 整数 都 是 四 个 平方 的 和 . 

证 设 %>0 为 整数 , 记 n=4m, 其 中 秆 m， 如 果 m 三 1, 2, 3, 5, 
6(mod 8), 则 m 是 三 个 平方 的 和 ,而 "% 亦 然 ， 否则 便 有 m= —1(mod8), 
于 是 m 一 I 便 是 三 个 平方 的 和 , 这 时 mw 便 是 四 个 平方 的 和 ,而 % 亦 然 . 

K (Gaus) 每 个 正 整 数 都 是 三 个 三 角形 数 之 和 ， 


(所 请 "三 角形 数 ” 即 是 指 形 为 PED wg, 2 ae? 


证 设 ” 为 正 整数 .将 定理 用 于 8+3, 可 知 存在 整数 %1, t2, zs， 


使 
Latz Bn 


于 是 有 他 十 怠 十 23 二 3(mod 8). 

但 是 Z/82 中 的 平方 元 素 只 有 0，1 和 4， 从 而 如 果 2Z/82 中 三 个 平方 
元 素 之 和 等 于 3, 则 每 项 必然 都 等 于 1。 这 就 表明 mw 均 是 奇数 , 从 而 可 
写成 2m 十 1, 其 中 m 为 整数 ， 我 们 有 


3 
六 emt)? 一 3)= 寺 (8n+3 一 3) =n, 
feat Eco 8 


第 五 章 ”判别 式 为 土 1 的 整 二 次 型 


S1. 预备 知识 


1.1. 定义 

设 n> 为 整数 , 我 们 对 下 面 的 范畴 Sn 感 兴趣 : 

Sa 的 对 象 召 是 悉 ” 的 自由 交换 群 IAF Z, HE 
有 双 线 性 型 召 X 吾 一 2， Sege, y) sy, 使 得 

G) 由 型 cy EXW E 到 Hom (F, 2) PHASER 
wl 

易 知 这 条 件 等 价 于 下 面 的 条 件 〈 见 Bourbaki， 代 数 ， 第 
九 章 , 8 2, 命题 3). 

(ii) 如 果 (@ 是 召 的 一 组 基 而 ay= ere WEE 4= Lol 
的 行列 式 等 于 1, 

BAHR E, ECH, 的 同 构 用 显然 的 方式 加 以 定义 ， 这 
ni Rob, RRE S= Ü Sh 

如 果 HCH, MA recat ERK Z La ARC 
第 四 章 定义 卫 $1.1). WR e) Æ HRS e- Ze, 
则 二 次 型 fo) =e 由 公式 

fæ) "tur A deep? +2 E Gute), Ay™= rE 
给 出 ， 因此 该 式 中 非 对 角 项 的 系数 是 偶数 ， 了 的 判别 式 〈 即 
det (aD) 等 于 t1, 改变 基 Lol 意味 着 矩阵 A= (ay) 代 之 以 
'BAB, 其 中 BEGL(n, Z). ME FREMA, 这 意味 着 将 变量 
Lei TEE B 的 线性 代 换 。 如 此 得 到 的 型 称 为 与 型 了 等 价 . 
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(注意 这 是 在 整数 环 加 上 的 等 价 ， 它 比 前 章 中 所 研究 的 在 QQ 
上 的 等 价 要 精细 . ) 


1.2. S 上 的 运算 

设 恕 iES， U EOE KR E 5 EREM, 其 双 线 性 
型 是 瑟 与 BZ! 上 双 线 性 型 的 直 和 ， 由 定义 可 知 ( 见 Bourbaki, 
代数 , 第 九 章 § 1, n°83), 

(CHE) (y+y') =vey+a' (e, yEE, a, y EE). 
从 “二 次 型 ”的 观点 , 这 个 运算 对 应 于 第 四 章 中 记 成 Ó 的 正 交 
EA. 

RNET UENUKEREQE' DEL An EIN. Bourbaki, 
代数 ， 第 九 章 $ 1, n°9), 但 是 我 们 不 需要 这 些 概念 


LS 不 变量 

1.3.1. 如 果 EES, W n ME E Rik, R rE). 

1.3.2. EES, ët GR 是 系数 从 马 扩 充 为 及 
而 得 到 的 B- 向 量 空间 , 则 六 的 二 次 型 可 以 定义 符号 量 (7, s) 
(第 四 章 §2.4)， 整 数 

e 一 ”一 
叫 作 召 的 符号 差 。 我 们 有 
—r(E)<t(E)<r(E), r(E)=r(E) (mod 29. 
注意 如 果 rE) = r(E), Res 不 变 符号 ， 则 E ye 
是 定 的 , 否则 E PERKER. 

1.8.8. E 对 于 一 组 基 toi 的 判别 式 不 依赖 于 基 的 选择 ， 
FEKE, H e) 的 改变 是 将 判别 式 乘 以 det(! 且 及) =dot(X)?, 
Hh X EZETA MAX 的 行列 式 等 于 +, MMR 
平方 等 于 1 
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E KAHER d(8), 我们 有 dE) = +t, mA 
V=E®OR 
的 符号 量 为 (7, o, MIDIRAS ECD. aT) =i, 
从 而 得 到 公式 : 


T(E)-T(B) 
2 


a(E) = (~1) . 

1.3.4. REES, RIIK E ERR MEER IIX 
的 )， 是 指 与 召 所 结合 的 二 次 型 只 取 偶 数值 ， 如 果 以 4 表示 
由 五 的 一 组 基 所 定义 的 矩阵 ， 这 也 可 以 说 成 : 4 的 对 角 元 素 
均 是 偶数 . 

WR 如 不 是 偶 类 的 , 便 称 加 是 奇 类 的 (或 第 I 类 的 ). 

1.3.5. ECS mA E=E/2E X E W mod2 简化 ,这 
是 域 卫 ,2Z/22 上 的 rD ARZE. HIR, Wey 
在 百 上 定义 了 型 z" 多 它 是 对 称 型 并 且 判 别 式 为 +1=1. € 
所 结合 的 二 次 型 rz 是 加 性 的 ， 

(+9). (+9) EE 
因此 是 豆 的 对 偶 中 的 元 素 . 但 是 双 线性 型 4. 非 退化 , 它 定 
义 了 瑟 到 其 对 偶 之 上 的 同 构 ， 由 此 我 们 看 出 , 存在 一 个 正则 
Kuc, 使 得 
wd 一 5 OH DI ee Ei. 
Ku EASE, 得 到 mod 2 唯一 的 元 素 wE E, 使 得 
Ww 二 ww(m0d2) (lie En, 
FBE uu, WE uR ut, Hau gg 

(u+ Bei, (十 20) =u u+4(u kp El =uru (mod 8). 

于 是 ww 在 2/8Z 中 的 象 是 马 的 不 变量 ， 我 们 将 它 记 成 . 
o(E), WE EARI RH, WE Tr 为 零 ( 换 名 话说 , wy 
是 交错 型 ), 我们 可 以 取 %=0，, 从 而 o (8) 一 0， 


1.3.6. ehn V, =EQQ, 是 从 耳 经 过 系数 由 
2 扩充 到 Qs 之 后 而 得 到 的 Q- HEZK. 那 末 在 第 四 章 
$ 2.1 中 定义 的 的 不 变量 s(Fs) 一 士 1 也 是 如 的 不 变量 ， 
我 们 将 它 记 为 ssKB)， 可 以 证 明 ; 

&p(E)=1 (p#2), 
gei = LD 
其 中 j= 于 GB)+r(B) oD -). 
把 EOZ, 分解 成 一 些 秩 1(p 关 2 时 ) 或 秩 为 和 2 (4 p=2 
时 ) 的 2,- 模 的 正 交 直 和 ,就 可 以 证 出 上 面 两 个 公式 ， 因 为 我 
们 不 使 用 这 两 个 公式 ， 把 其 证 明细 节 留 给 读者 (还 可 见 本 . 
Cassels, Comm. Math. Helv., 37, 1962, pp. 61~64), 
1.3.7. SE, ECS M E=-E:@OE: N E Æ% II% 
WSE 和 Es 都 是 第 工 类 的 .而 且 有 
et — LB Let Ee, (E) =1(E1) Let ës, 
oo Rahtoet bai, dB)=d(E) GCCE2)， 


1.4. 一 些 例子 

1.4.1. 我 们 以 I MI- HIRR Z- Z E A DR tE 
型 zy 8 ei. KASB KEY Ha 和 a, 

如 果 s 和 + 是 两 个 正 整数 ,我 们 以 sT,GtT- 表示 个 也 
与 + 个 工 Rn. WER Sdt, IR 
不 变量 为 

r=s+t, T=8s—t, d=(—1)', ovo=s—t(mod8)., 
除了 平凡 情形 (s t) = (0, 0) 之 外 , 11O- 是 第 I 类 的 . 

0 1 ` 
1.4.2, 我 们 以 soen) , a Ss 中 元 素 ， 


其 结合 的 二 次 型 为 Za, U 是 第 工 类 的 , 并且 有 
r(U)=2, TU)=0, «U)=-1, o(U)=0. 

1.4.8. Bk KERR, S n=4k, SV 为 具有 标准 双 线 
性 型 Eey 的 向 量 空间 Q"”， 该 双 线 性 型 对 应 于 单位 阵 ， 令 
如 ,一 2? 是 整 坐标 点 所 形成 的 V re SG 所 诱导 的 
双 线 性 型 ， 则 Bo S 中 元 素 ， 它 同 构 于 w+， 设 瑟 为 已 
之 子 模 , 由 满足 zw 三 0(mod2) ( 即 卫 w 一 0(mod2)) 的 全 部 元 
KoM. RIA E: E) 一 2, 4 E Æi E M 


($, A 
2 2 
所 生成 的 六 2 Fi. N 2e € E, (由 于 mw 一 0 (m0d4))， 而 
e¢ E, TEÆ(E:E)=2. NTER e= (mw) EV, Rech 
充 要 条 件 为 
2xE2Q2，w 一 ojEZ， Zeg, 


于 是 有 ee Enez, 


由 于 e*e=hb, 这 表明 型 zy 在 H LPE. är 
| (Eo: Bs) = (E: E), 
DRËTTEN Eo 的 判别 式 , 即 为 +1. dt dE 
是 5 一 Sm 中 元 素 ， 我 们 将 它 记 为 Ta 如 果 % 为 偶数 ( 即 
n=0 (mod EI), Hl ee 一 1 为 偶数 , 这 导致 对 于 每 个 zE 为 vw 
均 为 偶数 ， 因 此 当 n=0 (mod 8) 时, IJ, 是 第 IRK., RNA 

LU aal — Bn, zU aal = 8m, 

GU aal =0, dU ai =i. 

Je 的 情形 特别 有 趣 . 共有 240 个 元 素 从 5E7s 使 pz 一 2. 
如 果 (@ 表示 Qs 的 标准 基 , 则 这 240 个 向 量 为 


[ 注 ] 更 一 般 地 , 我 们 在 第 七 章 86.5 中 将 要 证 明 , 如 果 NI 为 整数 , Wee 
Tslz xz 一 2V} 中 元 数 等 于 N 之 因子 的 立方 和 的 240 f. 
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tater (+k) 
和 1 See (a= +1, I e&=1). 
[这 些 向 量 之 间 的 内 积 均 是 整数 ， 在 李 群 理论 中 它们 形成 所 
SR, 型 的 根系 ”， 见 Bourbaki， 李 群 与 李 代 数 , 第 六 章 § 4, 
Gëft ft 
可 以 把 Ts 的 基 取 成 


到 (aa 十 呈 一 二 (e+ 二 en， oe 


和 ， &— e . (2<i<7), 
对 应 的 矩阵 为 
WE 0 -i 0 0 0 0 07 
0 2 0 一 工 0 0 0 0 
一 工 0 2 —i 0 0 0 0 
0 —i 一 2 -1 0 0 0 
0 0 0 0 一 工 2 —1 0 
0 0 0 0 一 工 2 —1 0 
0 0 0 0 0 一 工 2 —i 
0 0 0 0. 0 0 一 工 2 


HF m2, Je Tenltëegp-2l--Iteteliebk "Eë 
它们 不 生成 Tam， 这 与 %=1 的 情形 不 同 . 特别 地 ， Jet, 
不 同 构 于 Ts, 


1.5. 群 K(S) 

BRE, BES， 我 们 称 召 和 加 是 稳 Cetably) 同 构 的 ， 是 
指 存在 FES, E DF 之 @O8， 这 是 等 价 关系 ， 我 们 以 
KORR S HA RRL. 如 果 刀 ES， 我 们 以 (如 ) 表 
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示 刀 在 玉 ;(9) 中 的 类 . 运算 田 诱导 出 开 +(9) 上 的 运算 +, 
这 个 运算 满足 交换 律 和 结合 律 ， 并 且 零 元 素 是 模 0ES 的 类 
0， 于 是 有 
(EOE') = (E) + (En. 
此 外 ， 如 果 % y, EK, (S)， 使 z+z=y 十 s， 很 容易 证 明 
en, 这 一 点 可 使 我 们 从 半 群 ES) ELR KE S) (恰好 
象 从 正 整 数 集合 Z ELEZA: WEEL KO pÉ 
素 是 元 素 对 (e, y), 其 中 æ, yE K0), 两 个 元 素 对 Cw, v) M 
(w',y) 等 同 合 z+yV=y+w， 收 (5) 中 的 运算 定义 为 
(æ, y) + (æ, y')= Lei, y+y'). 

RREKO) 作成 交换 群 ， 其 零 元 素 是 (0, om AMRA 
se (z，0)， 我 们 把 Kë Kär Erëm 
个 元 素 是 玉 (S) 中 两 个 元 素 之 差 ， 从 而 可 以 写成 形式 () ~ 
(F), 3p E, FES, FE, 在 (5) 中 

(E) — (F) = (E') (ën 
HEER HEFE GES PEED xE'OFOG, 
即 相当 于 Fo br 和 B'@@ 了 是 稳 同 构 . 

下 (8) 的 万 有 性 质 ， 设 4 Rimmer S->4 HP 
SH KOR, 时 便 有 fE) =S) 十 f(s)， 这 时 我 
Dër, mR 对 = (8) 一 (F) E€ 到 C5), 我 们 令 

PUE) PUE PUE. 
这 不 依赖 于 所 选取 的 X 的 分 解 式 ， 显然 如 此 定义 的 函数 大 
KOA 是 一 个 同 态 . 反 过 来 , ATERA f, K (8)->4， 
可 以 与 SKO 合成 为 8 上 一 个 加 性 函数 ， 我 们 称 E (9) 
是 5S 对 于 运算 名 的 Grothendieok 群 ， 以 表达 K (9) 的 上 述 
万 有 性 质 . 
特别 地 ,$1.3 中 的 不 变量 +, t, d 和 o 定义 出 同 态 ， 
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e EIS-AR 71:K(S)->2, 
a:K(S— {itl1}, o:K(S)—>2/82. 
RIBH =r (ma DM d=(-1) 7, 
§2. 结果 陈述 
2.1. 群 及 (9S) 的 确定 
定理 1 群 玉 CS) 是 以 CT 和 (-) 为 基 的 自由 Abal 群 . 
(证 明 将 在 $ 3.4 中 给 出 ,) 
换 句 话说 , 每 个 JE 到 (8) 均 可 唯一 地 写成 
f=s° (1+) +t: (I), 
其 中 s, rCH FEA rO) 一 s+t t(f)=s—t, 这 表明 s 和 
f 完全 由 了 和 确定 ， 由 此 即 得 
EREECHEN 的 子 群 
{la, d) EZxZ|a=b(mod 2)} 
之 上 的 同 构 . 
系 2 4 中 两 个 元 素 刀 和 思 稳 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 
有 同样 的 秩 和 同样 的 符号 差 . 
(Sgr Rb Dm 


0i 
ell 
1 0 
( i ren 

定义 出 同样 的 元 素 , 但 是 和 I;@I_ 有 不 同 的 奇偶 类 型 .] 

定理 2 HTN EES 我们 有 eo (8)=7(B) (mod8)， 

证 事实 上 , + 的 mods 简化 以 及 o 均 是 从 (8S) 到 
Z/8Z 中 的 同 态 , 它们 在 及 (8) 的 生成 元 I+ 和 I 上 相等 ,从 


e 73 e 


在 五 (9) 中 与 


而 它们 一 致 

SI mE EEE IK, W (E) =0 mods), 

这 是 因为 o (B) 一 0。、 (注意 这 导致 + (E) =0(mod2) 和 
dLEi- CG UDmmnm? 

系 2 WẸ ER HES IKK, 则 

r(E)=0 (mod8), 
证 事实 上 , WE EEEN, 我 们 有 tE) = ei, 
注 1) 反 过 来 ,我们 在 $1.4 中 已 看 到 ,对 于 每 个 
n=0(mod8), 

FER ECS. 使 召 是 正定 的 并 且 是 第 I 类 的 . 

2) 由 乘积 公式 Me (E) =1( 见 第 四 章 $3.1) 和 5§ 1.3.6 
中 所 给 的 es) 值 ( 没 有 证 明 ), 也 可 以 推出 同 余 式 

oU) =r(E) (mod 8), 


结构 定理 (不 定 情形 ) 

Ges 我 们 称 E RRF, 如 果 存 在 2E 忆 s0, 使 
2"2 一 0， 这 等 价 于 说 , 在 第 四 章 §1.6 的 意义 下 ， 其 对 应 的 二 
次 型 Qo) 在 Q 上 表示 0， 基 于 齐 次 性 质 , 可 以 从 一 有 型 零点 
得 到 一 个 整 零 点 . 

定理 8 SECH 是 不 定 的 , MEERE. 

《证 明 将 在 § 3.1 中 给 出 .) 

定理 和 gR ECS 是 不 定 的 并 且 是 第 I 类 的 ， 则 召 辣 
构 于 lOt, RF s, tH >l 的 整数 . 


[于 是 对 应 的 二 次 型 在 2 上 等 价 于 型 记 吕 一 思 咏 .] 
(证 明 将 在 8 3.3 中 给 出 . ) 
系 设 如 和男 为 8 中 两 个 元 素 , 有 同样 的 秩 和 符 呈 县， 
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WRA bot, por, Spo Dot. 

证 如 果 画 =0， 这 是 显然 的 ， 否则 两 个 模 EOL 和 
EOL- 之 中 必 有 一 个 是 不 定 的 .假设 前 一 个 是 不 定 的 . 由 于 
ERE 有 同样 的 符号 量 , 从 而 KO, 也 是 不 定 的 ， 利用 定 
Siem, EOL 和 FOL 分 别 同 构 于 At- 和 
sTIOVI-。 因 为 召 和 了 加 有 同样 的 符号 量 ， 我 们 有 s= 8% 和 
ti 一 加 从 而 即 得 结果 ， 

定理 多 如 果 召 ES 是 第 工 类 的 不 定型 ,并 且 7(B) 之 0， 
WE RHF., HP pAg 均 为 正 整数 . 

[如 果 7《B) <0， 将 此 定理 用 于 模 一 她 可 得 到 一 相应 的 
结果 , 这 里 一 召 是 从 吾 将 其 二 次 型 变 号 而 得 到 的 模 .] 

(证 明 将 在 $8.5 中 给 出 . ) 


geet, a Tei et, SON 


KEE CHE 
样 正确 的 ( 见 定理 A1, 我 们 得 到 

定理 6 WR E, 尺 ES 是 不 定 的 ,并且 有 同样 的 秩 、 符 
号 差 和 奇 个 类 , 则 它们 同 构 。 


2.3. 定 的 情形 | 

这 时 没有 结构 定理 , 而 只 有 “有 限 性 ”定理 . 对 于 每 个 整数 
n Ss。 只 包含 有 限 多 个 正定 等 价 类 ， 这 可 从 二 次 型 的 “化 简 理 
论 得 到 .。 只 是 对 小 n 值 明显 确定 出 了 这 些 等 价 闫 (对 于 
n<16,; 见 M. Kneser, Archiv der Math., 8, 1957, pp. 241~ 
250). 我 们 可 以 从 Minkowski-Siegel 公式 得 出 这 些 结果 
(Kneser 使 用 了 一 个 不 同 的 方法 )， 现 在 叙述 这 个 公式 (为 简 
单 起 见 , 我 只 限于 讨论 第 UO X, 对 于 第 工 类 有 类 似 结果 ): 


s 75 e 


令 n 一 8£， 以 0 表示 第 KETM EES, 之 同 构 类 集 
合 ， 如 果 fe, 以 Gs 表示 召 的 自 同 构 群 ， 因 为 它 是 正 交 
群 的 离散 子 群 ， 而 正 交 群 本 身 是 紧 致 群 ， 从 而 Gs JARN. 
以 gs 表示 群 Gs 的 阶 数 ， 令 

KE 

这 是 O, 在 Fisenstein 意义 下 的 “质量 ”， 即 O。 ht 
个 数 ， 但 是 每 个 元 素 E WAR 1/gs. Minkowski-Siegel 公 
sei At, 的 值 : 


i _ Ba < B 
Gei Must A Zi 
其 中 n=86， 而 DR Bernoulli 数 EE DEE e, 
见 第 七 章 $ 4.1), 


(下 面 是 A, 的 一 些 近似 值 : 
Js=10-9x1.4359.，  Mia= 10-18 x 2.4885- 

Ma =1071 x7 .9869-; Mss=10'x4.0809..., 

Mi Je 4.8930., ) 

这 个 公式 给 出 一 个 方法 来 证 明 何 时 Cu 的 一 个 子 集 0' 等 
FTO, 这 只 需 对 于 ECO 检查 1/gs 之 和 是 否 等 于 M, (因为 
如 果 CO: 关 Cu Wa M31. 

Lë) 

i) n=8, RI k=1. 可 以 证 明 ( 例 如 见 Bourbaki, 李 群 与 李 
代数 ， 第 六 章 8 4, n°10)， 工 ,的 自 同 构 群 的 阶 数 是 2435527. 
而 公式 (e) Ah Ms=2-8-55-37-1 比较 一 下 即 知 Cs 只 有 
一 个 元 素 了 es, 这 是 Mordel 的 结果 . 


[ 注 ] 这 个 公式 的 证 明 可 见 O. L. Siegel, Geamm. Abh., I, n°20 和 II 
n’ 79. 
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i n=16, 我 们 已 知 Cae 中 的 两 个 元 素 : Tis A TOs. 
可 以 证 明 其 阶 数 gz 分 别 为 25(16!) Ewen 
Ms = 691.2-308-106-47-211-118-1, 
容易 检查 
691/280310547211,18 一 1/245(161) 十 173298105473， 
因此 我 们 有 C= Le, Ter), 这 是 Witt më 
iii) n=24, 1957 年 H, Niemeier 确定 出 Cu. 该 集合 
共有 24 个 元 素 ， 其 中 有 一 个 元 素 特别 值得 注意 (由 Leeoh 研 
究 Bn 之 球 覆 盖 问 题 时 所 发 现 )， 它 也 是 Cw 中 唯一 的 元 素 不 
包括 满足 zz 一 2 的 向 量 % 它 的 自 同 构 群 9 的 阶 数 为 
22239517211 -13.23 =8, 315, 553, 613, 086, 720, 000. 
商 群 G/{ 土 1} 是 由 Conway ™ 发 现 的 新 的 单 群 . 
iv) n=82, HF 用 ss>>4.10”， 并 且 对 于 每 个 且 均 有 gs 
之 2， 因 此 Os 有 多 于 8 千 万 个 元 素 . 目前 还 不 能 把 它们 分 
类 ， 


3.1. 定理 3 的 证 明 

ZS EES, 而 一 CQ 是 对 应 的 Q- 向 量 空间 , 假设 E 
是 不 定 的 ， 我 们 必需 证 明 如 (或 者 了) 表示 零 . 这 要 改 虑 一 系 
列 情形 : 

Ð m% 一 2， 这 时 了 的 符号 量 是 (1 1), AM @(B) = 一 工 ， 
由 于 一 Q (如) 为 Q 中 平方 元 素 , BAV 表示 0， 

ii) mn 一 8， 设 (下 1， Za Xe) =EuyX X; 是 关于 加 之 
一 组 基 所 对 应 的 二 次 型 .我 们 有 ayE2 而 det(aw) = 土 I， 如 

[ 注 ] 见 J.H. Conway, Proc. Nat, Acad. Sci. USA, 61, 1968, pp. 398~ 
400, 和 Invent. Matb., 7, 1969, pp. 137~142. 
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Hpt 是 素数 , 由 了 之 mod2 简化 所 得 到 的 型 有 非 平 此 零点 
(第 一 章 & 2.2)， 这 个 零点 可 以 提升 成 p-adic 零点 (第 二 章 
8 2.2, 定理 1 的 系 2). 于 是 对 于 每 个 QG p+) M R, FHE 
示 0， 由 第 四 章 $ 3.2, 定理 8 的 系 8, 可 知 f 在 Q 中 表示 0. 

ii) n=4， 同 上 可 证 对 于 每 个 Q (ADAR, ZKE f 
HERO 如 果 卫 的 判别 式 4(B) =1， 这 就 可 以 推出 在 @ 
中 表示 0 (第 四 章 $ 3.2 定理 8 的 系 3)， 否 则 我 们 有 da(B) 
=—1, 而 4( 如 ) 不 是 Qs 中 平方 元 素 . 由 第 四 章 8 2.2 定理 6， 
这 导致 了 在 Qs 中 表示 0， 于 是 由 Hasse-Minkowski 定理 (第 
四 章 $ 3.2 定理 8) 可 知 了 在 Q 中 表示 0， 

iv) n>5, 用 Meyer 定理 (第 四 章 $ 3. ?定理 3 的 和 2), 


3.2. -- 些 引 理 

RECS, 令 卫 为 吾 的 子 模 "是 召 中 与 整个 下 正 交 
的 元 素 所 构成 的 子 集 . 

引 理 1 也 赋 以 耳 所 诱导 的 型 z*y 之 后 属于 d 的 充 要 
RFE E yF 5 PHAM. 

证 WR E=FOF', M d(F)=4(F)-a(F'), heip 
Sdt RS, WR dF)=+1, 显然 了 NN 天 =0. 此 
外 ， WREE, 则 线性 变换 yey EF) 可 以 由 一 个 元 素 
voE 了 所 决定 ， 于 是 我 们 有 w= Totas, 其 中 EF, acr, 
从 而 RH br 

引 理 2 ec bw +1, TX Eog Epi 
正 交 补 . 如果 DD=2w, 则 B=D@X. 

”证 将 引 理 I 用 于 了 了 =D 妓 可 , (比如 车 ww t, 则 有 
Doft, F 于 是 BLOT.) 
EX 称 为 不 可 除 元 素 , 如 果 它 不 在 每 个 子 群 如 (mn 之 2) 
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中 , Bän gr RT bé ERR E pR 
素 均 可 唯一 地 写成 形式 mz， 其 中 m 之 1, 而 % 为 不 可 除 元 素 ， 

引 理 3 如 果 v 为 召 中 不 可 除 元 素 , 则 存在 YE 妃 使 

vy=1., 

证 令 记 是 由 z 所 决定 的 线 人 竹 肌 射 yF>z.y， 这 是 E> 
2 的 同 态 、 由 于 2 的 不 可 除 性 和 zy 定义 了 吾 到 其 对 侦 
Hom( 如 , 2) 之 上 的 同 构 ， 可 知 fs 也 是 不 可 除 的 。 由 此 即 知 
fo 是 映 上 (不 然 , 它 可 以 由 一 个 之 2 的 整数 所 除 尽 )， 因 此 存 
fach Beni 


结构 定理 ( 奇 不 定 情形 守 ) 

引 理 和 4 RECS.. 而 妃 是 第 工 类 的 和 不 定 的 , 则 存在 
了 了 ES-s, E E~LOILOF, 

证 根据 定理 8, ZrëecH eat, 使 得 v'w 一 0， 必 要 
时 将 4% 除 以 一 个 整数 ,我们 可 以 假定 w 是 不 可 除 的 ， 根据 上 
面 的 引 理 3, 可 知 这 时 存在 YE 加 , 使 zy= 土 我 们 可 以 选取 
y 使 7"9 为 奇数 .事实 上 ,假如 yy 是 偶数 ,因为 如 是 第 I 类 
的 , 从 而 存在 i€ 召 ,使 tt 为 奇数 . 令 y'=ttky, HHR k tE 
sy =1, 即 取 和 =1 一 vw.t， 我 们 有 yy 二 tf:tCmod2), 而 yy 
为 奇数 . 于 是 我 们 可 以 假定 yy 一 2m 二 1. 这 时 令 

ës, 6 一 gg 一 (m+1)s., 
立刻 得 到 wei 一 二 ees 一 0，eaea= 1, H (ee) ERK E 
的 子 模 9 HITIO 按照 引 理 二 TT 
其 中 已 ES :. 
定理 4 的 证 明 ， 我 们 对 于 % 用 数学 妇 纳 法 , 令 EES, 
[ 注 ] 本 节 中 所 述 方法 以 及 引进 群 K (S) HEE, 4E Milnor 告诉 我 的 。 ， 
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并 且 设 如 是 不 定 的 第 I 类 的 ， 根 据 引 理 名 

| ETIOIOL. 

如 果 m= 2 D E-0 Mmmm WE n>2, M F#0, 

FERLOF 和 I_@F 必 有 一 个 是 不 定 的 ， 例 如 设 第 一 个 

ETER. 因为 L 是 第 I 类 的 ，I+@BF 亦 如 此 利用 归纳 

假设 可 证 得 Tf 有 形式 aOb, 这 就 证 明了 
Bali@W LV+1)I., 


.83.4.， 群 及 (S) 的 确定 

SECH, Han WEDI REDI- 中 有 一 个 是 不 定 
的 第 I 类 的 , 利用 定理 和 我 们 看 到 加 在 长 (8) 中 的 象 是 (I.) 
与 (I-) 的 线性 组 合 ， 这 就 表明 (I;) 和 (I-) 生 成 玉 (S)， 出 于 
ENERE 

(r, t): K6) —>ZxZ 

之 下 的 象 是 线性 无 关 的 ， 从 而 (I4) 和 (7-) 形 成 区 (5S) 的 一 组 
EH 


3.5. 结构 定理 ( 倡 不 定 情形 ) 

引 理 5 设 ECS, Prag zsm WS 
FES, E E=>UOF, 

证 B3 4EM. 先 取 OOAsEE, e 不 可 
除 , 使 wz=0.， 再 取 YE 避 使 .9y=I， ME yy=2m, 我 们 
用 y 一 ma 代替 %， 对 于 这 个 新 的 y 有 yy=0, FERE, y) 
生成 的 媚 之 子 模 G 同 构 于 避 。 由 习 理 工 即 知 R-m0s 其 
db FES, 

引 理 6 or, PCS Fa M Fa IHR IR, ep 
LOIL-OFSILOIL-OF, 则 UOFSZUOF,, 
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证 为 简化 符号 我 们 令 
W=1L@®I, B=-WON, Fu EG. 
在 Ri, 令 BER E pIE esst (mod 3) 的 元 素 “所 构 
成 的 子 群 ， 则 (Bi: 本) 一 2， 不 难看 出 如 WI 其 中 
W°= {v= (21, æa) EW Less gatmod 2)}, 
令 Et y BEVOR RR”, 即 
Et- WEV|eyEZ, 2 eet, 
显然 Euren, 其 中 
W+= TG, £2) |201, 282, 2%— 2a EZ}. 
我 人 有 Ke Rer, HAN E/E! 同 构 于 W+/Wo。、 这 是 
(2, 2) 型 群 ， 因 此 在 三 和 之 间 严 烙 地 有 三 个 子 群 ,它们 
对 应 于 (2, 2) 型 群 中 的 3 个 2 阶 子 群 . ,本身 是 其 中 的 一 个 ， 
我 们 把 另外 两 个 记 成 B MEL FELN 
-WOF, Res, 
其 中 W' MW 以 明显 的 方式 定义 ， 可 以 验证 W' MW" 
同 构 于 口 (例如 取 W' -atyak a|}, 豆 ) 和 08= 
-1). RMA ao=5.5~0, a.6=1， 对 于 W" 则 取 
LG -条 ) 和 (1, D). Raro, XAH, 
它 可 扩充 成 Vs 到 Ta 上 的 同 构 ,并且 将 E RA EZE, M 
而 也 把 E 和 Et 分 别 哆 到 E 和 Er 之 上 ,于 是 它 也 把 LE, 
EDRI (Ep EDRA(EL, EzE. MF Eat 均 同 构 
FUF, 从 而 UOFF >2UOF,. 
定理 5 的 证 明 ， 我 们 先 证 ,如果 Es ECS 是 第 开业 的 
不 定 的 , 并 且 有 同样 的 秩 和 符号 差 , 则 它们 同 构 . 
由 引 理 5 我 人 有 DEE, BDO, BAFA 
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Fs 是 第 H, 而 且 有 同样 的 秩 和 符号 差 . 模 
ILOIL®F, 和 LOI-ÐF 
是 第 I 类 的 , 不 定 的 , 而 且 有 相同 的 秩 和 符号 差 。 根据 定理 4 
它们 同 构 .利用 引 理 6 我 们 看 出 EA Es 同 构 ,这 就 证 明了 
我 们 的 论断 
现在 定理 5 就 显然 了 : 如 果 五 是 不 定 的 和 第 IRH, 并 
Be ëizn 我 们 可 以 由 公式 


EE 


确定 出 整数 和 gqg， 将 上 述 结果 用 于 互 F PUO, 即 知 这 
两 个 模 是 同 构 的 ， 


DEN 


第 二 部 分 


解析 方法 


第 六 章 算术 级 数 中 的 素数 定理 


本 章 的 目的 是 要 证 明 如 下 的 定理 , 这 个 定理 是 由 Legen- 
dre 猜想 (和 使 用 ) 而 由 Dirichlet 证 明 的 . 

定理 设 c 和 和 m 是 互 素 的 两 个 自然 数 ， 则 存在 无 限 多 个 
素数 p=a (mod m), 

我 们 采取 的 方法 是 利用 二 函数 的 一 些 性 质 \ 这 正 是 Diri- 
chlot 本 人 的 方法 ). 


$1. AR Abel 群 的 特征 


1.1. HAt 

设 G 为 有 限 Abel 群 , 其 运算 写成 乘法 . 

定义 1 G 的 特征 是 G 到 复数 乘法 群 ms 

G 的 全 部 特征 形成 群 Hom(G, 0), 我 们 写成 全, 叫 作 G 
的 对 偶 . 

【 例 】 设 G 是 生成 元 为 的 sn 阶 循环 群 ， 如 果 X:G->O" 
是 G 的 特征 , 则 元 素 w=x(s) 满 足 关系 wr=1, Baba 次 音 
位 根 ,反之 ,每 个 n 次 单位 根 w 利 用 ei, wr 均 可 定义 G 的 一 
个 特征 .于 是 我 们 看 到 ,映射 xF>x(8) 是 到 mn 次 单位 根 群 
pm 之 上 的 同 构 .特别 地 ，@G 是 n 阶 循环 群 . 

命题 1 设 互 为 G 的 子 群 , 则 互 的 每 个 特征 均 可 扩充 
成 G 的 特征 ， 

证 ”我 们 对 于 (@G: 互 ) 归 纳 ， 如 果 (G: 妞 ) = 二 则 G= H 
从 而 没有 什么 可 证 的 ， 否则 我 们 令 EG, sH, fn Htt 
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PEH 成立 的 >1 的 最 小 整数 zÆ H KRE, 令 
fr La), 
EFO 是 可 除 群 ， 我 们 可 以 取 一 元 素 wE0", Bot 令 
HH' 蚌 由 五 和 4 生成 的 G 之 子 群 ，H' 中 每 个 元 素 h 均 可 以 
ER A Ae, 其 中 hE 五 而 a€E2. 令 
TO) SACOL 
易 知 这 个 数 与 刀 的 分 解 los EA, pair Hir 是 Hr 
特征 , 并 且 为 x 的 扩充 ， 由 于 (G: 吾 ) < (G: 吾 )， 利 用 归纳 假 
设 便 知 X 可 扩充 为 整个 G 的 特征 . 
注 限制 运算 定义 出 一 个 同 态 
D: â> Ê, 
而 命题 工 表明 p mt BA p 揭 核 是 在 吾 上 平凡 的 G 的 
那些 特征 所 组 成 的 集合 ， 从 而 它 同 构 于 G/ 互 之 对 偶 群 
G/B). 于 是 有 正 合 列 
DEDA). 

命题 2 群 G 是 有 限 Abel 群 ,其 阶 数 与 G 相同 . 

证 对 于 G 的 阶 数 % 进 行 归纳 n=1 的 情形 是 好 然 的 . 
如 果 mn>2， 取 G 的 一 个 非 平 凡 循 环 子 群 互 ， 根 据 上 面 的 注 
记 , 的 阶 数 为 fen nn Ré 
于 五 是 循环 群 ,而 G/ 互 的 阶 数 严 格 小 于 n, 从 而 它们 的 阶 数 
均 与 其 对 偶 的 阶 数 相同 ， 因此 @G 的 阶 数 等 于 互 的 阶 数 与 
G/H gien, 即 等 于 G 的 阶 数 ， 

注 利用 G 分 解 成 循环 群 的 乘积 , 可 以 证 明 更 精密 的 结 
F: @G( 一 般 非 自然 地 ) 同 构 于 G. 

WREG, WEA e x (w) 是 @ 的 特征 .我 们 便 得 到 


一 个 同 态 8: GÂ, 
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命题 8 同 态 s 是 G 到 他 上 的 同 构 ， 

证 由 于 G 和 仓 的 阶 数 相同 ， 只 需 证 明 se 是 单 射 ， 即 
如 果 1x#zEG， 存 在 G 的 一 个 特征 % ER Lei OS 
五 是 G 的 由 z 生 成 的 循环 子 群 。 显 然 ( 见 上 面 例子 ) 存在 五 
的 一 个 特征 % 使 得 x(o) 关 1。 而 命题 上 表明 y 可 以 扩充 成 8 
的 特征 , 由 此 即 得 所 需 结果 . 


1.2、 正 交 关 系 
命题 4 设 n~-0ard(G), xEG, 则 
D, 如 果 x=1， 
Zeil 如 果 yx 交工 
证 第 一 个 公式 显然 ， 为 证 第 二 个 公式 ， 取 YEG, 使 
z) +1, . 
则 有 10) Drw = riet = rte, 
于 是 CEET E 
HX xal, 由 此 导致 2 zæ) 一 0. 
S 设 z€EG, 则 
_ fm%， 如 果 w=1， 
PUOI 如 果 zz 工 


证 将 命题 4 用 于 对 偶 群 人 即 可 . 
注 上 面 结果 是 (不 必 Abel 的 ) 有 限 群 特征 理论 中 的 “ 正 
交 关 系 ” 之 特殊 情形 . 


1.3. 模特 征 
设 >>1 为 整数 。 以 OMERI 2/m2 的 可 道 元 所 构 
成 的 习 法 群 /m2)*， 这 是 $m) 阶 Abel FE, Rh pm E 


mp Fuer A Kg, 见 第 一 章 8 工 .2.，GGm) 之 对 偶 中 的 元 素 
x 叫 作 是 modm 特征 可 以 把 它 看 成 定义 在 与 mw 互 素 的 整 
数 集 合 上 而 取 值 于 0 pes H zad =r. "hm 
便 起 见 ， 可 将 它 扩 充 成 整个 2Z 上 的 函数 ， 即 当 a 不 与 m 互 素 
时 , 我们 令 zl) =0. 

一 些 例子 

1) m4， 群 (4) 有 两 个 元 素 ， 从 而 只 有 唯一 的 一 个 非 
平凡 特征 , Har, (mt, 见 第 一 章 $ 3.2. 

2) m=8, 群 G(8) 有 4 个 元 素 。 它 有 三 个 非 平凡 特征 ， 
Bp 


stet, (An, (Aren, 
见 第 一 章 8$ 3.2. 
3) m=p, p2 IRA. MOE p-1 阶 循环 群 ， 从 
而 有 唯一 的 一 个 2 阶 特征 , 即 Legendre 特征 ar* (Z), 
D m=7, Pom" 为 6 阶 循环 群 ， 因 此 有 两 个 彼此 划 
ema 阶 特征 ， 其 中 一 个 为 
1, WE s= +til(mod?T), 
vil Ae 7, WR a= +2(mo7), 
eT, mi r=t3(modT). 
2 阶 特征 与 Legsndre 特征 有 紧密 的 联系 ， 更 确切 地 说 ， 
命题 5 设 a 是 无 平方 因子 的 非 零 整数 ( 见 第 四 章 
§ 3.2)，m 一 4|e|， 则 存在 唯一 的 一 个 modm 特 证 使 对 
每 个 除 不 尽 m 的 素数 p 均 有 dai LÉI IER d 
并 且 ERR 时 xl, 
证 “和 的 唯一 性 显然 ， 因 为 每 个 与 mm 互 素 的 整数 均 是 除 
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不 尽 m 的 一 些 素数 之 积 、 同 理 可 证 aL, 

为 证 Xe DEE, Aash, 其 中 为 彼此 不 同 的 
奇 素数 ， 然 后 我 们 取 特 征 

Xa (®) = (— 1) "(0) GL . 
WR 2 为 奇 素数 且 不 等 于 任何 一 个 如 由 二 次 互 反 律 有 
(1). (1) = ( £ 
Xa (p) LS E El 

从 而 这 个 xo 即 有 所 需 人 性 质 . | 

如 果 & 有 形式 一 8，22 或 者 一 26， 其 中 5=h… 有 如 前 所 
示 。 我 们 分 别 取 zs 为 加 和 

(Am, (äm 或 者 Lem 

ZB "DIr eA aA 时 , ytl, 

注 可 以 证 明 , 如 果 w>>0 为 与 % 互 素 的 整数 , 则 

IRCH -lt, ai H, (a, w) II 
其 中 (a, v), 是 a 和 ww 在 域 Q, 中 的 Hilbert 符号 ， 这 个 公式 
可 以 用 来 作为 xs 的 定义 . 
§2. Dirichlet 级 数 

2.1. 一 些 引 理 . 

引 理 1 设 U 为 0 的 开 子 集 f 是 0U 上 全 纯 函 数 序列 ， 
它们 在 每 个 紧 集 上 均一 致 收 仑 于 函数 1， 则 了 在 UU 中 全 纯 且 
J 的 导 通 数 户 在 每 个 紧 子 集 上 也 一 致 收敛 于 了 的 导 函 数 A 

我 们 回忆 一 下 它 的 证 明 概 要 ， , 

B DEU 中 的 闭 圆 盘 , 令 O 是 它 按 通 常 方式 取向 的 有 各 
边界 ， 由 Cauchy AR, 对 DD 的 每 个 内 点 o 我 们 有 
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AORT 


Zei Jo z — zo 
通过 极限 过 程 便 得 到 
LIZ 
1 -ij 


这 证 明了 在 刀 的 内 部 全 纯 ， 从 而 证 明了 引 理 的 第 一 部 分 、 利 
用 公式 
F -Hr ma 


Hai Jo (2 一 20)3 
我 们 同 法 可 证 第 二 部 分 . 
引 理 2Abel 引 理 ) 设 (a,) 和 (6w) 是 两 个 数列 . 令 


m 
— MN 
Ams= EI Snmw= S) he 
n=m n=m 


则 Ba, w= Aas (0, — KEN tAm, mOm. 

证 Ba H Ann Aas 然后 重新 组 织 各 项 即 可 . 

引 理 3 Ga B 是 两 个 实数 , 0<a<h, 令 z=w 十 多 ,其 
He, yER, c>0, 则 

jea ee < | z| (e — e 29) 。 
证 记 a 
ene -了 ed 

然后 取 绝 对 值 即 有 


一 Mb _ po—BE £ ~tr lel “a2 e BS 
Je echlslsll edt z€ e 2) 。 


2.2. Dirichlet 级 数 
BANEET 十 ee 的 递增 实数 列 。 为 简单 起 见 , 我 们 假 
E 和 均 >0〈 这 不 是 本 质 的 限制 ,因为 我 们 在 后 面 讨论 中 , 总 


可 以 去 掉 数 列 的 有 限 多 项 而 化 成 上 述 情形 ) . 
指数 为 和) 的 Diriohlet 级 数 是 指 具 有 下 面 形式 的 级 数 : 
Yae- (am EC, ZEC). 
【 例 】 (a) m=logn (通常 的 Diriohlet 级 数 )。 这 样 一 


个 级 数 可 写成 呈 如， J$ 2.4. 


(b) n=n, Bien, Wärt og, 
注 Dirichlet 级 数 是 测度 人 的 Laplaco 变换 
Fetua 

的 特殊 情形 ， 在 我 们 这 里 u 为 离散 测度 GE D. Widder, 
The Laplace Transform, 1946), 

命题 6 如 果 级 数 SO =E ane HF =z 收敛 , 则 它 
在 形 如 Re(z—zo)>0, | Arg(z—zo) | <a la<a/2) 的 每 个 区 域 
中 均一 致 收敛 ， l 

(此 处 及 以 后 我 们 用 Re(z) 表示 复数 z 的 实数 部 分 . ) 

证 对 > 作 一 变量 代 换 , 可 设 2 一 0、 于 是 假设 条 件 变 成 
级 数 Za, 收敛， 我 们 必须 证 明 级 数 在 形 如 

Rel(z)>0, |2|/Re() <k 

DS Saba Sen 因为 级 数 Ea 收敛 , 从 而 存在 
N, Som m>N 时 ， 我 们 有 "A w| se( 记 号 见 引 理 2)， 
The 利用 引 理 2， 我 们 得 到 


SÉ -3 Am, n (67 — mn) + Aa ye 
A z=0+iy AHIM 3, 我 们 发 现 
DK dE 
(Sn wl sein ZS (e en )), 


~ 


Bp |Sm, w| Se Ltk (e*t eier, 
于 是 jsmw| 和 sd 廿 们 ， 而 一 致 收敛 性 是 显然 的 . 

系 工 如 果 了 对 于 z=% 收敛 ， 则 它 对 于 Re(%) >Re) 
Bra, 而 这 样 定义 的 函数 是 全 纯 的 . 

证 这 可 由 命题 6 和 引 理 推出. 

R 级 数 二 的 收敛 区 域 包含 一 个 最 大 的 开 半 平面 ( 称 
HARAR KIEF). 

《为 了 语言 上 的 方便 ， 我 们 把 由 和 0 也 看 作 是 开 半 平 
m.) 

如 果 收 敛 半 平 面 由 Re(2) >p 给 出 , 我 们 称 p 为 该 级 数 的 
收敛 横 坐 标 . 

(情形 4$ 和 6 分别 对 应 于 p= 十 co 和 pel 

级 数 È lanle Bäi ES (由 于 明显 的 理由 ) 称 作 
了 的 绝对 收敛 半 平 面 。 它 的 收敛 模 谷 标记 成 p+， 当 =n 时 
ERZ), WA p=. 而 对 于 一 般 情形 这 是 不 对 的 。 例 如 
我 们 以 后 将 知道 , 最 简单 的 二 级 数 


LQ -1- t+ totg.. 


TS 7" 

其 p=0, 而 p+=1. 

系 8 在 区 域 . . 

Re(z—20)>0, |Arg(z—%0) |<a (a<w/2) 

中 zzo D, FOS). 

1 AH BUA RE eier eine 这 一 事实 推出 . 

Sé f(z) 一 0 IAO, 

证 先 证 ao=0。， 将 f 乘 以 ew 然后 令 z> 十 oo (例如 取 
z 为 实数 )， 由 一 致 收 剑 性 可 知 eiert än, Jm ao=0， 对 a 
等 等 可 以 类 似 地 去 作 . 


a 9i e 


2.3， 正 系数 的 Dirichlet 级 数 

命题 9 DI See" 是 Dirichlet 级 数 , 其 系数 m 为 
非 负 实数 ， 假 定 了 对 于 RoG) >p(pE 耿 ) 收 敛 ,并 且 函 数 了 可 
解析 开拓 成 一 个 在 点 zp 某 邻 域 中 全 纯 的 函数 ， 则 存在 
e>0, 使 了 在 Beil ne E, 

( 换 句 话说 , 了 之 收敛 区 域 由 了 在 实 轴 上 的 奇异 点 所 界 . ) 

证 将 z 代 之 以 z 一 p, 我 们 可 设 p=0， 因 为 了 在 Re(%) 
>0 和 在 0 的 某 邻 域 中 全 纯 , 从 而 它 在 圆 盘 

lz—~i|<1l+es (se>0) 
由 全 纯 ， 特 别 地 , 它 的 Taylor 级 数 在 这 个 回 盘 中 收 化 由 引 
H1, f p 阶 导 函 数 为 
SOG) =E ot (对 于 Relz) >0), 
于 是 PO = (CDE Mauer 
在 问题 中 的 Taylor 级 数 可 以 写成 
fO- ÈZ E-D, |z-1|<1+e, 
特别 对 于 2 一 一 s 我 们 有 
ti Bett erem, 

KRKA, 

M (DPO = Dae LETAR, 从 而 正 
项 双重 级 数 

F) = reine 

BA EIRAN 


DI e Daer erf 
eg p=0 p! 
= Dane "er! +8) — > QE 
这 表明 所 给 的 Diriohlet 级 数 对 于 z= 一 收敛， 从 而 对 于 
Re 二 一 8 fra 


2.4. 普通 Dirichlet 级 数 
这 是 情形 入 =log mn， 对 应 级 数 写成 
js) = È a/n, 
字母 * 已 经 成 为 该 函数 之 自 变 量 的 传统 符号 ， 
命题 8 如 果 &, 有 界 , 则 f(s) 对 于 Re) >1 绝 对 收敛 ， 


证 “这 由 熟知 的 ie Dän EE 
命题 9 如 果 部 分 和 An Sin, 有 界 ， 则 f(s) 对 于 


Re(s) >0 收敛 (不 一 定 绝对 收敛 ) 
证 假设 14ms| 所 下， 利用 Abel 引 理 ( 引 理 2), 我 们 发 


现 
| 1 1 1 
[Sawl <E ( S r gr t r) 


根据 命题 6 可 设 s 为 实数 ， 这 使 我 们 可 以 把 上 面 不 等 式 写成 


简单 形式 ， 
Sm wl SE/ m, 


于 是 收敛 性 便 成 为 显然 的 了 . 
§3. Zeta MAM Lä 
3.1. Euler 乘积 
定义 2 函数 :和 一 C 叫 作 积 性 函数 , 如 果 当 (wm n) =1 


e 93 e 


时 , 有 (mm) =f fa). 

【 例 】 Euler 函数 (第 一 章 $1.2) 和 Ramanujan 函数 
(第 七 章 § 4.5) 都 是 积 性 函数 . 

设 f 是 有 界 积 性 函数 . 

引 理 & Dirichlet 级 数 2 F Zap 对 于 Be (9 >1 绝 对 


ra, 并 且 它 在 这 个 区 域 中 的 和 等 于 收敛 的 无 穷 乘 积 
H AHFIP t tF pm), 
(此 处 及 以 后 我 们 以 了 表示 全 体 素数 所 成 的 集合 .) 
证 级 数 的 绝对 收敛 性 是 由 于 了 的 有 界 性 (命题 8)， 命 
S 为 素数 的 有 限 集合 , 而 命 
NS) = n>n 为 整数 , n 的 素 因子 均 属 于 S). 
易 知 有 下 面 的 等 式 . 


Krea 


GEET N le 由 此 即 知 无 穷 乘积 


是 收敛 的 , 并 且 其 值 等 于 XZ fia ig, 

引 理 5 如 果 了 是 完全 积 性 的 〈 即 对 任何 mw n ENIA 
om -— Ti ) ,我们 有 

pà 了 Ga) /m= LIFOS 

证 由 上 下 更 及 等 式 ter 二 f(p)” 推 出 . 
3.2. Zeta 函数 

将 前 节 结 果 用 于 了 =1 "pe? 

1 
t(s) = 


2 PEP | Re 
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这 些 公式 对 于 Re(s) >1 有 意义 , 叫 作 zeta 函数 . 
命题 10 (a) zota 函数 在 半 平 面 ReGs)>1 中 是 全 纯 的 ， 
并 且 关 0, 
W Liette, 其 中 四 (9) 为 Rels) >0 中 全 纯 
函数 ， 
证 (2) 是 显然 的 ， 对 于 (b)， 我 们 注意 
~t td > T idt, 


从 而 oo LE) 
(ai: Sta va 
ien È te) 
现在 令 


Aust oer, oi SA. 
我 们 必需 证 骨 %(s) 在 Re(s) > 0 中 是 可 定义 的 并 且 是 全 纯 的 . 
但 是 显然 每 个 由 ( 信 有 这 些 性 质 ， 因 此 只 需 再 证 明 级 数 袜 办 
在 Re(s) >0 RR ER Lara, RIA 
Wd zm, erc, 


BERKA HARET eiert 由 此 我 们 得 到 
éi le JL. E o Beie 


nët ? 


从 而 对 于 每 个 >00, WA E pa E Rel) >e 中 都 正则 收敛 ， 
系 1 zeta 函数 在 3=1 有 单 极点 . 


O 对 于 函数 级 数 È 5 @) ， 如 果 存 在 正 数 wm, WE lula) ele, 2, =) 


并 且 ZS a 收敛 ， 就 称 È ula) HENK ik (normally covergent) . 
一 一 译 者 注 


这 是 显然 的 事实 . 
系 2 当 s>1 时 ， 
之 2 “~1og 1, 
仍旧 是 有 界 的 . 
证 我们 有 
ef... e Säi 


PEP, k> 


p>2 p“ 


EE 


PEP k>2 


a 1 = < a] 1 
se Sang p” bp pip—1) 


< 1 
< 名 n(n—1) =i 
所 控制 .由 此 推 得 由 是 有 界 的 , 又 由 系 工 证 得 


log Lei ~log en 
从 而 得 到 系 2. 

注 、 我 们 要 提 一 下 ,<(9) 可 以 扩充 成 整个 CG 上 的 亚 纯 函 
数 ,并 且 在 s 处 有 单 极点 ， 昌 然 我 们 以 后 并 不 需要 这 一 事 
z es 


EO =F se-a T(E) 


是 全 纯 函 数 , A EREE E)E- S), 
此 外 ，zeta 函数 在 负 整数 处 取 有 理 值 ; 
El—2n) =0, Ld-2n) = (1)"B,/2n (n>0), 
其 中 B, 为 第 % 个 Bernoulli 数 ( 见 第 七 章 $ 4.1), 


狂想 的 其 他 零点 均 在 直线 Re(s) =E (Riemann f 


想 )， 已 经 对 许多 零点 (多 于 三 百 万 个 ) 在 数值 上 验证 了 这 个 
消息 是 对 的 . 


3.3. Lea 
Sai 为 整数 , z H mod m 特征 ( 见 8 1.8), 对 应 的 卫 
函数 定义 成 Diriohjet 级 数 
LG, EK La 


注意 在 这 个 和 式 中 , 只 有 与 m 互 素 的 %% 才 给 出 非 零 的 贡献 . 
对 于 单位 特征 的 情形 , 本 质 上 没有 给 出 新 的 东西 : 
命题 入 对 于 x=1 我 们 有 
B(s, D) 一 了 Cs)L(s)， 其 中 FO- a-p”. 


特别 地 , DG, 1) 可 解析 开拓 到 Re(s) >0, 并 且 在 ;一 1 有 单 极 
Di 
证 这 是 显然 的 . 
命题 二 对 于 x*1, 级 数 工 (s, x) 在 半 平 面 Re(s) >0 中 
收敛 ,并 且 在 Re(s) >1 中 绝对 收敛 ， 对 于 Re(s) >1 我 们 有 
1 
LCs, x) -IL PEELO oi . 
p 
证 关于 Re()>1 REK H S 3.1 PRET Em A 
下 要 证 对 于 Re(s) >0 级 数 是 收敛 的 ， 由 于 命题 9 只 需 证 和 
式 , 
EIN Ku (iss 6) 


是 有 界 的 .现在 根据 命题 我们 有 


utm—l 
3 xm) =0, 
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从 而 只 需 对 9 一 “< 和 估计 和 式 Auno BRAR 
14 入 bm) . 
从 而 命题 得 证 . 
注 特别 当 x=1 时 , LO. x) 是 有 限 的 ， Dirichlet 证 明 
的 本 质 部 分 是 要 证 明 工 (1, x) 关 0, 这 是 下 一 节 的 内 容 。 


3.4. 对 于 同一 整数 各 的 所 有 元 函数 之 乘积 

在 本 节 中 m 之 1 是 固定 的 整数 ， 如 果 ptm, RIL pE 
示 它 在 GCm) = (2/m2) HR, m p ER GCM) 中 的 阶 数 ` 
Hinz REEL fCp) ÆW E p =1(mod m) 的 最 小 
整数 >>1。 $ 

gp) =$ OW/FD). 

这 是 GCm) 对 于 由 zw 生成 的 子 群 (p) 之 商 群 的 阶 数 。 

引 理 6 如 果 p+m, 则 有 恒等式 ~ 

HO sto = a- ToD, 

其 中 乘积 遍 取 G(m) 的 全 部 特征 x. 

证 设 厄 为 j2) 次 单位 根 集合 , 我们 有 恒等式 

H a-un) -Im 


由 此 以 及 对 于 每 个 wEW， 均 有 Gm) 的 gl 个 特征 x 使 
z (P) =w, 就 可 推出 引 理 6， 
现在 我 们 定义 新 的 函数 5og): 
Gig Did, 2), 


其 中 乘积 遍 取 过 G(w) 的 所 有 特征 x. 


命题 18 Ca) =JI 二 — 了 a 
Dim (1- yor) 


这 是 具有 正 整 系数 的 Diriohlet 级 数 , 并 且 在 半 平 面 Re(s) >>1 
中 收敛 . . 

证 Sr LIED, 然后 利用 引 
Some, RNAB EnO W Leer H 
个 展开 式 明显 看 出 它 的 级 数 具 有 正 整 系数 . 它 在 Re(s)>>1 
中 收敛 则 是 显然 的 . 

定理 1 (ai cm(s) 在 3 一 1 有 单 极点 . 

(hi HFEA x+, LA, oan 

OESCH =1 4A 
极点 这 一 事实 表明 Cn 在 s= 工 也 有 一 单 极点 , 因此 ba). 
MERNE IALA LA, x) =0， 则 函数 bm 在 s 一 处 全 
纯 ， 因 此 在 Re(s) >0 的 每 个 处 都 全 纯 ( 见 命题 二 和 命题 
12), 由 于 它 是 具有 正 系 数 的 Dirichlet 级 数 ， 它 在 此 区 域 的 
每 点 均 收 敛 ( 命 题 7?)。， 但 这 是 荒唐 的 ， 因为 bm 的 -因子 等 
于 

可 一 a = (1 十 A 十 D2 十 … A oz), 
它 控制 级 数 
1 +p im HpaI NOR 
从 而 5m 的 每 个 系数 均 大 于 级 数 


| posme 
(n, m)=1 


的 相应 的 系数 ， page ier 处 发 散 , 这 就 完成 了 
证 明 . 

注 不 计 有 限 多 个 因子 , 函数 bm 等 于 与 % 次 单位 根 域 相 
结合 的 zota 函数 .Sn 在 s= 工 有 单 极点 这 一 事实 也 可 以 从 代 
数 数 域 zeta 函数 的 一 般 结果 推出 . 


§4. 密度 和 Dirichlet 定理 


41. 密度 
设 卫 为 素数 集合 ， 我 们 已 经 看 到 (命题 10 的 系 2)， 当 
s 一 工时 有 
1 1 
Ki wb, 


设 4 为 卫 的 子 集 ， 我 们 说 4 以 实数 为 密度 ， 是 指 当 s>1 


时 ， 比值 
Lë lie sé 

AFA (当然 这 时 有 Ab, 关于 算术 级 数 的 素数 定理 可 
以 精密 化 成 如 下 的 形式 : 

定理 2 Sach, Me Sie, m)=1, 

P.={pEP|p=a(modm)}, 

则 集合 P。 有 密度 1/$(m). 

(Sam, 素数 在 modm 不 同 的 缩 同 余 类 中 是 “均匀 分 
布 "的 .) 

系 “P, 是 无 限 集合 

这 是 因为 有 限 集合 的 密度 为 零 . 


4.2. 一 些 引 理 
设 X 是 Gm) 的 特征 , 令 
l HAO) WS 
该 级 数 当 s>>1 时 收敛 . 
引 理 ?9 如 果 x=1, M4 s->1 时 


sr 


fa~iog 


Wie 


这 是 因为 f 与 级 数 2- L 只 相差 有 限 多 项 . 


引 理 8 如 果 x*1 us si DI 保持 为 有 界 ， 

证 我 们 使 用 函数 工 (s, ) 的 对 数 ,但 是 它 的 意义 必需 说 
得 更 确切 些 ( 因 为 将 log Stiedt 

Lis, 力 由 乘积 开 所 定义 . 对 于 Re(s) > 了 


1 
i—a 


de ae 
每 个 因子 均 有 形式 了 二， 其 中 la| <1， 我 们 定义 log 
32-5, Dee Lis, x) 为 级 数 : 


E — t 
log LCs, x) = 2log -p . 
E (Re (s) >1), 


这 级 数 显 然 是 收敛 的 . (一 个 等 价 的 定义 是 : 在 Re(s) > 中 
取 log LCs, x) 的 一 个 “分 支 "， 使 在 实 轴 上 当 s-> 十 ce 时 , 它 
现在 将 log LCs, x) FEARI: 
log L(s, x) =f,(s) +F,(s), 
其 中 ro- SA. 
定理 1 和 命题 10 的 系 2 表明 log LCs, x) 和 了 也.(s) 在 s>1 时 
保持 为 有 界 ， 从 而 fO 亦 是 如 此 , 这 就 证 明了 引 理 。 


4.3. 定理 & 的 证 明 
我 们 必需 研究 函数 


在 :> 工时 的 性 状 ， 
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SET gu (0) ie Stiet, 


RAER Ga) 的 所 有 特征 x. 
证 将 妃 用 它 的 定义 公式 人 代入， 函数 Era e) 可 
以 写成 
Ki LS ACROTA ODIL 
但 是 zadr) = zap. BAE RRNA 
iN pm), m a™p=i (mod m); 
Sim Sib 否则 . 


于 是 便 得 到 函数 $(m) go 3). 
定理 2 现在 显然 .事实 上 , 引 理 7 表明 对 于 Y= 寺 有 


Lige e, 
而 引 理 8 表明 其 余 的 户 均 有 界 、 利 用 引 理 9 我 们 看 到 


gs(s) SCH log -1 
A Ai 1 、 
这 就 意味 着 Po 的 密度 是 Fn’ 证 毕 . 
4.4. 一 个 应 用 
命题 14 设 w 为 整数 ,并 且 不 是 平方 数 ， 则 满足 


的 素数 所 成 的 集合 有 密度 1/2. 

证 我 们 可 设 4 是 无 平方 因子 的 ， 令 m4|la|，xs 为 
$1.8 命 题 5 中 所 定义 的 modm 特征 ， 互 cG(om) 是 加 在 
God 中 的 核 。 如 果 素数 p Ha HS, 以 了 表示 它 在 GLm) 中 
HR. RIE (名)=1<33E 吾 ， 根 据 定理 2, 满足 这 个 条 件 


+ 102- 


WSRSAeERILIIG HI. 

系 ” 设 vc 为 整数 ， 如 果 方 程 了 ?一 a~=0 对 几乎 所 有 的 
PEP 均 有 mod2 R, WEE Z 中 也 有 解 . 

注 ”对 于 其 他 类 型 的 一 些 方程 也 有 类 似 结果 , 例如 : 

i) 设 fo) 一 aoX" 二 … 十 a 是 整 系数 % 次 多 项 式 ， 并且 
在 Q@ 上 不 可 约 。 令 下 为 由 ff 的 全 体 根 生成 的 域 (在 Q@ 之 某 
TRABE). Le N=[K:Q]. RNE N>n, $ 

Pi 一 {pEP 了 |f (modp) 完 全 分 解 , 即 (mod phh E F}. 


TOEN P ARET. (HD 5 Dirichlet 定理 类 


似 ， 使 用 域 K 的 zeta 函数 在 s= 工 有 单 极点 这 一 事实 ) 还 可 
以 给 出 集合 

Pi={pEP|f mdp hE F, 中 至 少 有 一 根 } 
的 密度 ， 其 值 为 形 如 9/T 的 数 ， 其 中 1<9g< 六 (除了 平凡 情 
形 ”= 工 之 外 ). 

i) 更 一 般 地 , 令 {feltr 0, WIA- ERRAL TR, 


A 


Q={pEP|fa (mod p) H fie ED" 中 有 公共 零点 } 
可 以 证 明 ( 见 J. Ax, Ann. of Maths., 85, 1967,pp. 161~183), 
Q 具有 密度 , 其 密度 为 有 理 数 , 并 且 只 有 当 @@ 是 有 限 集合 时 其 
密度 才 为 零 ， 


4.5. 自然 密 度 

本 节 中 所 使 用 的 密度 叫 作 “解析 密度 ”( 或 “Diriehlet 密 
E). 虽然 它 看 起 来 复杂 ,但 用 过 来 却 很 方便 . 

还 有 男 一 个 密度 叫 作 “ 自 然 密 度 ”. 卫 的 子 集 合 4 叫 作 有 
自然 密度 k, WRG n> 时 比值 


EES 的 元 素 个 数 
P 中 <<n 的 元 素 个 数 


GE 

可 以 证 明 ， 如 果 Ap, 则 4 的 解析 密度 也 存 
在 并 且 等 于 另 一 方面 , 却 存在 着 这 样 的 集合 , 它 有 解 诉 密 
度 但 是 却 没有 自然 密度 ， 例 如 集合 

Pi= {pEPIz( 在 十 进 制 中 ) 的 个 位 是 二 

就 是 如 此 。 利用 素数 定理 不 难看 出 它 没有 自然 密度 另 一 方 
面 , Bombieri 给 我 看 了 一 个 P! 的 解析 密度 是 存在 的 证 明 ( 它 
等 于 l0g10 2 一 0.3010800.…). 

但 是 ， 对 于 上 面 所 考虑 的 素数 集合 是 不 会 发 生 这 种 现象 
的 : 集合 {PEP|p=almodm)} 有 自然 密度 ( 当 (@, m) = 工时 
它 等 于 -也 )， 对 于 上 一 小 节 的 集合 Py PHQ hE M 
样 的 . 证 明 ( 以 及 “误差 项 ”的 估计 ) 见 K. Prachar: Primzahl- 
verteilung, 第 五 章 $7。 
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第 七 章 S E 2 


Si. 模 # 
1.1. 定义 
令 H 表示 C 的 上 半 平 面 , 即 集合 {fzEC|Im(z)>0}。 
令 SLs(B) 为 群 
a b 
LC, 
我 们 用 下 述 方式 将 SLR) 作用 在 6= CU {oo} 之 上 


b x 


oi 
s ed" 


a, b, c, dER, ai—bo=1}, 


容易 验证 有 公式 


(1) Im (g2) =- 20 


|ez+d]|?* 


这 表明 H 在 8Ls(R) 的 作用 下 仍旧 是 H. wE SLR) 中 元 


一 工 


el 


0 
了 | 在 及 上 作用 平凡 ， 因 此 我 们 可 以 考虑 


作用 群 是 PSL (R) =S (R)/{+1} (这 个 群 的 作用 是 上 忠实 


的 , 甚至 可 以 证 明 这 是 H 的 解析 自 同 构 群 ). 


设 SLs(2) 为 整 系数 矩阵 所 组 成 的 SLs(R) 的 子 群 ， 它 是 


SLR HARTE, 


定义 1 # G=SLa (Z) +1 叫 作 模 群 ， 它 是 SLZ) 


在 PSIs(\BR) 中 的 象 ， 


ag ae) In SIa《2Z) 中 元 素 ， 我 们 常常 用 同一 符 
号 表示 它 在 模 群 G 中 的 条. 


1.2. 模 群 的 基本 区 域 
没 S-{ 0 7! cl. 小 它们 均 是 @ 中 元 素 .和 
设 db , gd 1 ， 它们 KIK 
们 有 | 
S= -4, feel, B?=1, (ës 
另 一 方面 , 令 
D={z€E H||z|>1, [Re |<1/2}, 


下 图 画 出 了 器 被 群 G 中 元 素 
{1, T, TS, ST-1S, Sri. S, ST, STS, T-1S, PA 
所 变 成 的 各 区 域 , 


图 1 
我 们 要 证 明 也 是 在 半 平 面 且 上 作用 的 基本 区 域 ， 更 
确切 地 说 : 
定理 1 (1) 对 于 每 个 zE 互 ,存在 9EG Joch, 
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(2) 设 了 中 两 个 不 同 的 点 2 和 sz 是 mod G 4 Lon: 


gruent) 的 ， 则 或 者 Beil A sit 或 者 |z| 一 1 


TEE 


(8) 令 zED, ID ={7 EG] g= Æ 2 E G HW A E 
子 群 , 则 除了 下 述 三 种 情形 之 外 我 们 有 工人 2) = {1}: 

2 一 旋 此 时 工人 2 是 由 如 生成 的 二 阶 群 ， 

sp, iui IO Eh ST 生成 的 三 阶 群 . 

2 一 一 O=ery3 此 时 I 是 由 TS 生成 的 三 阶 群 . 
由 (人力 和 (2 推出 : 

系 正则 映射 D> 五 /G 是 映 上 ， 并 且 它 在 DD 的 内 部 的 
限制 是 单 射 . 

定理 2 群 G 由 5 和 生成, 

定理 1 和 定理 2 的 证 明 9r 是 由 8 和 全 生成 的 G 之 
"Të, oC H SIE oi EG' 使 9z€D, 这 就 证 明了 
定理 1 的 论断 (1)， 如 果 


fab g 
el? e ` 
则 
OD mig) ~ Tm. 


因为 和 2% 是 整数 , 从 而 使 |oz 十 dj| 小 于 一 给 定数 的 数 对 (c, d) 
只 有 有 限 多 个 ， 这 表明 存在 gEG', 使 Im (gz) 最 大 ， 现 在 取 
整数 %, 使 7"gz 的 实 部 在 一 1/2 和 1/2 之 间 .， 元素 z'=7T"gz 
便 属于 D， 事 实 上 , 这 只 需 证 明 |x' > miri <i, 则 元 
ZS LJ 的 虚 部 严格 地 大 于 Im ta, 而 这 是 不 可 能 的 。， 于 是 
TR g 一 7"g 即 有 所 需 性 质 . 
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我 们 现在 证 明定 理 1 中 的 (2) 和 (3). SCH m 


我 们 可 设 Im(gs) >Im(e), Bled, Hle] >2, X 
显然 是 不 可 能 的 ， 于 是 只 剩 下 c=0, 土 1 三 种 情形 。， 如果 
c=0, 我 们 有 dQ= 土 1, 而 9 是 平移 +b, 因为 Re(z2) 和 Re(g2) 
均 在 一 1/2 和 1/2 之 间 ， 从 而 或 者 8=0 并 且 y=1; 或 者 
5 一 土 1. 对 于 后 一 种 情形 , Re lz) 和 Re(gz) 必 然 一 为 一 1/2, 一 
为 1/2. 如 果 c=1, 则 |z+Q| <1=>4=0, RIE z=p R — p. X 
于 z=p, 我 们 可 以 有 4=0,1; 对 于 z= 一 p 我 们 有 d=0, 一 1. 
情形 &=0 给 出 |z|<<1， 于 是 |z| 一 1。 另 一 方面 ，ed -bc 一 1 
导致 = 一 1， 从 而 9z 一 4 一 1/z2， 而 在 证 明 (1) 的 过 程 中 推出 


a=0, 除非 Re(z) = 土葬， 即 除非 =p 或 -Pp， 当 z-p 时 我 
2 


们 有 4 一 0， 一 二 4 z= 一 P 时 则 有 4a 一 0， 十 1。 情形 z=p， 
d=1 给 出 4-5=1 和 gp=a- r =a+p, 从 而 a=0, 1.18 


形 z= 一 p, 4= 一 1 给 出 类 似 论断 。 最 后 , 情形 = 一 1 在 由 
b, c, d 均 改 变 符号 时 (此 时 g 不 变 ) 可 以 化 为 情形 c=1, 这 就 
证 明了 论断 (2) 和 (8) 的 正确 性 . 

剩 下 要 证 G =G， 令 IEG, Wz KDA A (例如 取 
zo 一 26)， 令 z=gzo， 我 们 从 上 面 已 经 知道 ， 存 在 gEG' 使 
g'zED. D HRA m M g'z=g'gz 是 modG mm. HEEN 
当中 有 一 个 是 了 之 内 点 ， 根 据 (2) 和 (3)， 即 知 这 二 点 是 同一 
点 ,于 是 gg=1, 即 9EG， 这 就 完成 了 证 明 . 

注 可 以 证 明 《S, T= ST) 是 群 G 的 表现 
(presentation)， 或 者 等 价 地 说 成 G 是 由 SS 生成 的 二 阶 循环 
群 和 ST 生成 的 3 阶 循环 群 的 自由 积 , 
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3 So S 
2.1. 定义 . 
定义 2 设 不 是 整数 ， 我 们 称 函 数 了 是 权 为 2 H 
函数 , 如 果 /在 半 平 面 已 上 亚 纯 并 且 有 如 下 的 关系 式 : 


®t L 


b 
vu ali p JESC, 


b 
sapl" ETHER 我 们 有 
LID- eiis 


dz 
于 是 关系 (2) 可 以 写成 
Dm 2011. 
f(z) dz 
或 者 
(8) J92)0092) =f 2) d, 


这 意味 着 " 权 友 的 微分 型 “Ge)dm 在 G 下 不 变 ， 因 为 G 是 由 
TRSAT 生成 的 \( 见 定理 2), AREN S MT RETER 
即 可 ， 于 是 给 出 ， 

命题 1 设 函 数 f 在 瑟 上 亚 纯 ，、 则 函数 是 权 28 的 弱 


模 函 数 的 充 要 条 件 是 它 满足 下 面 两 个 条 件 ， 
(4) G+) =f0), 
©) HEEN 


假若 关系 式 (4) 成 立 , 我 们 可 以 将 了 表示 成 9=e"* 的 函 
DI 有 些 作者 称 了 是 “ 权 为 2% 的 ”或 “ 权 为 的 
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数 , 这 个 函数 记 成 了 它 是 圆 盘 19|<<I( 去 掉 原 点 ) 中 的 亚 纯 汞 
数 . 如 果 了 可 扩充 成 在 原点 的 亚 纯 函数 (或 全 纯 函 数 )， 我 们 
TERK f E oo 处 亚 纯 (或 全 纯 ) ， 这 意味 着 福 在 原点 某 邻 域 中 
有 Laurent 展开 


f(g) - Š dng”, 


其 中 对 于 充分 小 的 m” (RNF n<0), a 为 0. 

定义 8 一 个 弱 模 函数 如 果 在 co 处 亚 纯 ， 就 称 作 是 模 函 
数 ， 

WE SE co 处 全 纯 , 我们 令 有 (oo) = 了 (0), 这 便 是 了 在 
co 处 的 值 . 

定义 和 处 处 (包括 eco) 全 纯 的 模 函 数 称 为 模 形 式 ， 如 果 
这 样 一 个 函数 在 co 处 是 0， 便 称 为 ousp 型 。 (cusp form, 德 
X Spitzenform， 法 文 forme parabolique, ) 

于 是 , 权 24 的 模 形 式 由 级 数 


(6) f (Gi 一 > Cn d Kee 
给 出 , 它 对 于 |g| 1 mG) > 0) 收敛 , 且 有 恒等式 
(Gi riet, 


如 果 go 一 0, 它 便 是 ousp W, 

HESE TEE EE ARER, MR 
积 j 是 权 26 十 28' 的 模 形 式 . 

2) 我 们 以 后 将 看 到 , 函数 


q D (1— g)“ =q ~ 24g? +2529?  Ldäen ten 


是 权 12 的 cusp Æ, 
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2.2. 格 函 数 和 模 函 数 
我 们 先 回忆 一 下 什么 是 有 限 维 实 向 景 空间 了 中 的 格 , 这 
是 广 的 一 个 子 群 了 ,了 满足 下 面 几 个 彼此 等 价 的 条 件 之 一 : 
D 并 离散 并 且 了 VV/ 工 紧 ; 
iD) 三 离 散 并 且 生 成 了 -向量 空间 T, 
ii) 存在 矿 H Sie, 0, 6n), CE T Rj Z- I- 
Ze 中 中 Ze . 
设 终 是 6 (看 作 有 -向量 空间 ) 的 全 部 格 所 构成 之 集合 ， 


M = { (w1, wa) ECO) Im(oay/os) >0}. 
对 于 每 个 Lon, wa) EM， 我 们 结合 一 个 以 Jon, wF 为 基 的 格 
T (ws, wa) Bett Bois. 
于 是 我 们 得 到 一 个 映射 M>, CERERE. 


b 
令 Dik Jena, Lon, wD) EM, 


我 们 令 wi=aw1t bw, w= Gin Lie, 
显然 {04,， o) 也 是 六 (oa ws) 的 基 ， 而 且 若 令 
z=01/w2, =/0ws, 

我 们 有 o EH gy 
这 证 明 Imr) —0. 从 而 (@1, w) EM, 

命题 2 M 中 两 个 元 素 定义 同一 个 格 的 充 要 条 件 是 它们 
mod SL: (2) #45. 

证 ”我们 刚才 看 到 条 件 是 充分 的 .。 反之 ， 如 果 (w wa) 
和 (ol 0) E 开 ,它们 定义 园 一 个 格 , 则 存在 行列 式 为 +16 

b 

整 系数 矩阵 vi Leen assar DEZ 
det(g) <0, 直接 计算 可 知 Im tal el) DDT E D Im (oayos) 的 
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符号 相反 ， 因 此 车 它们 的 符号 相同 , 必然 det(g) =1, 这 就 证 
明了 命题 . 

于 是 我 们 可 以 把 O HRR A Z% E T M i SLE 
用 的 商 集 . 

现在 由 

Tear 和 (on, wa) ks Dën, Awa, 和 EC 

SO 作用 于 级 和 及 上 .由 (@y， o) e z 一 aa/os H M/O 
等 同 于 及 ， 这 个 等 同 将 SLa(2Z) 在 履 上 的 作用 转变 成 4= 
SLs(Z)/{ 土 们 在 五 上 的 作用 ( 见 $1.1)， 从 而 

命题 3 映射 (oa， os) ow 转 到 商 集合 之 后 ， 给 出 
A al Hi 上 的 一 一 映射 (因此 , A/a 中 元 素 不 计 相 似 
(homothety) 等 同 于 © 的 一 个 格 .) 

注 让 我 们 将 0 的 格 荆 结合 一 个 椭圆 曲线 ONE 
知 两 个 格 荆 和 工 ' 定义 出 同 构 的 椭圆 曲线 ， 其 充 要 条 件 是 它 
们 为 相似 的 格 . 这 就 给 出 五 /G4= 纪 /CG* 的 第 三 个 刻 划 方式 ， 
它 是 椭圆 曲线 同 构 类 集合 . 

现在 让 我 们 转 到 模 函 数 上 来 . 设 卫 是 经 上 函数 , 取 值 于 
C ERREZ, 我 们 称 了 是 权 为 24 的 是 指 对 于 每 个 格 忆 和 
和 EC 均 有 
(7) FOT) =*F), 

设 瑟 是 这 样 一 个 函数 ， 如 果 (oa o) EM, Inn P 
(ob DER F ER T C, os) 上 的 值 ， 公 式 (7) 就 变 成 
(8) FAW, Aen) = NF Lon, wa). 
ME Bien, 62) 在 SLa(Z) 对 的 作用 下 是 不 变 的 . 

公式 (8) 表示 乘积 wF (ws, oi Hl DR Tinlot, F 
是 存在 H EEX S, ës 
(9) F Con, wa) = wT wi (CM wa). 
DER 


写 下 了 在 SIs(Z) 下 不 变 , 我 们 看 到 /满足 恒等式 ， 


mm O=), 


对 一 切 ( Je SZ). 
` oe d 


反之 , m8rR4, MWAARO ARS SEA AE 
ERA F, FER 2A 的 函数 ， 因 此 ， 我 们 可 以 把 权 2A 的 模 
函数 等 同 于 权 28 的 某 个 格 函数 ， 


2.3. 模 函 数 的 例子 ， 了 isenstein 级 数 
5181 BT 为 “中 格 ， 则 级 数 之 


SS 


(符号 表示 求 和 遍 取 荆 的 非 零 元 素 .) 
证 ”我 们 可 以 象 处 理 级 数 Ein 那样 去 做 ， 即 通过 考虑 


ER Sa er (积分 区 域 是 中 心 在 0 的 平面 贺 盘 ) 


来 控制 引 理 中 的 级 数 , 利用 极 坐标 很 容易 计算 这 个 二 重 积分 ， 
另 一 个 本 质 上 等 价 的 方法 是 ， 注 意 到 工 中 使 |y| 在 两 个 相信 
SH nii 之 间 的 元 素 个 数 是 O(n)， 因 此 引 更 中 级 数 的 
收敛 性 归结 为 级 元 Ziler" AR, 

现在 令 4>1 为 整数 ， 如 果 工 是 0 的 格 , 令 
(10) GE 
根据 引 理 1， 这 个 级 数 是 绝对 收敛 的 显然 Gy 是 权 26 的 函 


数 , 称 作 是 指标 为 (有 些 作 者 称 作 是 指标 为 26) 的 了 isenstein 
级 数 ， 象 前 一 节 那 样 , 我 们 可 以 把 Gx 看 作 是 M EN KR: 


(11) Grlo, w) = x t 


(most nw) 


这 里 符号 表示 求 和 遍 取 全 部 不 等 于 (0, 0) 的 整数 对 
(m, n), H 上 对 应 于 G% 的 函数 (由 前 一 节 所 给 出 的 ) 仍旧 记 
为 Go， 根据 公式 (9) 和 (11) 我 们 有 
(12) Gu =F i 

命题 4 设 4>1 为 整数 ， 则 Eisenstein 级 数 Gs() 是 权 
26 的 模 形式 。 我 们 有 Geloo) -24 《24)， 其 中 《是 Riemann 
zeta KÆ, 

证 上 面 的 推理 已 经 表明 4(2) 是 权 28 的 弱 模 形式 . 我 
们 还 必需 证 明 Gyx 处 处 (包括 co) 全 纯 , 设 zED( 见 $1.2), 则 

— [m+n|? =m22+2mn Re (2 La mi ann nä 

= |mp—n]?, 

ae), AA I ir DH RRRA OHE 
刀 中 正则 收敛， 将 此 结果 用 于 Og), gEG， 即 知 在 每 个 
gD 中 ，@x (2) 也 正则 收敛 ， 因为 它们 覆盖 HEM), Ki 
GEH 中 全 纯 、 剩 下 要 证 G4 在 co 处 也 全 纯 (并 且 求 出 它 
在 co 的 值 )， 这 只 要 证 明 Ge 在 Im (2)-> co 时 有 极限 即 可 . 
然而 我 们 仍 可 设 在 基本 区 域 中 ， 由 于 在 DD 中 的 一 致 收 
an, 我 们 可 以 逐 项 取 极 限 ，1/ (mz 十 0)* 这 一 项 当 et B 
给 出 0, m 一 0 时 给 出 1/mar， 因 此 


limh) ~ -ir =2 EECH 


证 毕 . 

注 在 下 面 8 4.2 中 我 们 将 给 出 Gi 展 成 9 一 6" 的 震级 
REFA. 

【 例 】 权 数 最 小 的 Eisenstein 级 数 是 Gs 和 COs, EMK 


WA M 


权 分 别 为 4 和 6， 通常 (由 于 椭圆 曲线 理论 ) 它们 代 之 以 ， 
(13) 0a 一 GO J= 140G, 


我 们 有 galo) 一 1205 (4)，gs(oo) = 一 2805(6) ， 利 用 已 知 的 值 
E (ARI E6) (例如 见 下 面 § 4.1), 我 们 发 现 


aa) gp) Äer, galo) =- as, 
如 果 我 们 令 
(15) A= 9093—2793, 


便 有 A) =0. 这 就 是 说 , 4 是 权 12 的 ousp W, 
ERDARA 
设 荆 是 C0 的 格 ， 
GD Beier Lasel 
是 对 应 的 Weierstrass GCC) 出 现在 Cr 的 Laurent 
展开 式 中 ， 


(17) Cru) =- + Š (2k —1)G, (T Ju™-a, 


如 果 令 z= Er(ww)， in, 我 们 有 
(18) y? = dei — go% — gs, 
其 中 gs 一 60Gs (D), ga=14060 (D)W ERR. A= g3— 2793 与 
多 项 式 dega- g 的 判别 式 只 相差 一 个 常数 因子 . 

可 以 证 明 ， 在 射影 平面 中 由 方程 (18) 所 定义 的 三 次 曲线 
同 构 于 椭圆 曲线 G/T 特别 地 ， 它 是 非 奇 异 曲线 ， 这 就 表 
DH A0 


KH TEE 
8 2, na"5。( 英 译本 :Addison-Wesley 公司 . ) 


$3. WIER 
3.1. 模 函 数 的 零点 和 极点 

设 f 是 五 上 不 恒 等 于 零 的 亚 纯 函数 ,而 pp 是 HP-A. 
使 P/ Gz 一 p)" 在 p 处 全 纯 目 不 为 零 的 整数 % 称 作 是 了 在 点 多 
的 阶 , 记 为 D). 

WE SRRA 3 的 模 函 数 , 恒等式 

ai e+ (ZEL) 
表明 当 JEG, v=o). BE, oP DER 
了 2 在 妞 /G 中 的 象 ， 此 外 , 我 们 可 定义 "(有 ) 为 与 了 相 结合 
HEA FOLS 2DE g=0 的 阶 . 

最 后 ， 我 们 以 @ ERA p 的 国定 子 群 的 阶 数 ， 如 果 
pmod G ET de, 则 分别 等 于 2 或 3， 否则 有 = 也 
REH I, 

定理 8 设 f 是 权 24 Fragen M 


(19) Ht E oE 
[我 们 还 可 以 把 这 个 公式 写成 


GE EE +E uD- E, 
其 中 符号 D RRMA E/G RRE F iM p2 iyik 
的 那些 点 , ] 

证 首先 注意 定理 3 中 所 写 的 和 式 是 有 意义 的 ， 即 / 
mod G 只 有 有 限 个 零点 与 极点 ， 事 实 上 , 因为 了 亚 纯 , 从 而 存 
Zen 使 了 在 0<|q| <" 时 既 没 有 零点 又 没有 极点 ， 这 表 
RSE mG) > es 中 既 没 有 零点 又 没有 极点 ， 现 在 , 基本 区 
RD 中 由 不 等 式 Im(z) <e 所 定义 的 部 分 D, 是 紧 集 ， 因 


(AAT 


为 在 万 中 亚 纯 , 它 在 D; 中 只 有 有 限 多 个 零点 和 极点 ,这 就 
是 我 们 的 论断 . 
为 了 证 明定 理 3, 我 们 要 在 刀 的 边界 上 对 如 H 积分 


更 确切 地 说 : 

D 设 f 在 DD 的 边界 上 可 能 除了 名 p 和 一 p 之 外 没有 零 
点 与 极点 ， 则 存在 着 如 图 2 所 示 的 围 道 多 ， 其 内 部 包含 了 之 
FOTRA T å Ro 的 零点 和 极点 的 一 个 代表 点 ， 由 残 数 定 
理 我 们 有 


过 | 全 = 2 vf). 


f eebe 

另 一 方面 ; 

a) 变量 代 换 g= E EA 变 成 中 心 在 9=0 的 圆周 
(具有 人 负 方 向 )， 并 且 可 能 除了 0 之 外 不 包含 了 的 任何 零点 
”与 极点 .于 是 
1 (0 Ltd 


Pr 一 一 一 一 Vw 


Gäile F Dni) F D. 
b) 在 包含 弧 BB' 的 圆周 上 ( 沿 负 方向 ) 对 -L an 


Ron, RER 4 
KEE 


2 
Z, 于 是 


Zoé f 


cl, H San, 3 


KP OO 和 DD"' 的 半 
径 趋 于 0 时. 


1 ro df 1 
cl FF alf), 


Y 


} 
EEN 


Yi 


DNK 


Iarl ee 
0) THIM AB ZRN RI, HFST) =f O, 我 们 得 
到 
,机 Zar H "H 
d S 将 弧 B'C 变 成 弧 DO'， 由 于 f (5%) zf(z)， 我 们 
得 到 
df (S82) de, dii 
f (2) "Zei: 
于 是 当 弧 BB', C00" 和 DD gange 0 时 ， 
Wi e cl df 1 (GIS -2 ) 
mi 


zrl Ft F mil fra FEA 


"ellen tens 


现在 写 下 我 们 给 出 的 引 | ,5 二 的 两 个 表达 式 ， 并 令 其 


f 
相等 , 取 极 限 之 后 便 得 到 公式 (20)， 
A z 2) 假如 在 半 直 
线 
Th firo = —1/2, 
ma) >} 
B > D' 
Gleck 上 有 零点 或 极点 和 可 
| | 以 将 围 道 在 入 和 Th 之 
! 邻 域内 稍 加 变化 (如 图 3 
SEENEN 所 示 ， 绕 2 之 圆 弧 是 


s 绕 和 之 圆 弧 经 也 变换 


而 得 到 的 ), 然后 重复 上 面 的 证 明 即 可 . 

如 果 了 在 DD 的 边界 上 有 几 个 零点 或 极点 ,也 可 以 用 类 似 
的 方法 去 作 . 

ZE Ré 五 /G 的 紧 臻 化 上 定义 一 个 复 解析 结构 ， 可 
以 避免 这 个 比较 复杂 的 证 明 〈 例 如 见 复 乘法 讨论 班 ，Lecture 
Notes on Math., n°21, ID. 


3.2. 模 形式 代数 

如 果 记 是 整数 ， 我们 以 了 Ls。 和 M 分 别 表示 权 24 模 形式 
的 CG- 向 量 空 间 和 权 24 cusp 型 的 (向 量 空间 ， 见 8 2.1 定义 
4, BEEN, Mr 是 M, 上 线性 型 fF 下 (oo) 的 核 ,因此 dim 
Mx/M?<1, 此 外 若 4>>2 Eisenstoin 级 数 Gi 是 Ms 中 元 素 ， 
使 得 Gi《oo) A0 CW, $ 2.3 命题 分 , 从 而 

»= MIDO.G (p>2 W). 
最 后 我 们 记得 曾经 以 4 表示 M 中 元 素 有 一 2783, 其 中 
ga = 600,, gs= 140G. 

定理 4 (i) 当 <0 和 %=1 时 , Mx=0 

GD 4 k=0, 2, 3, 4, 5af, M; 是 一 维 向 量 空间 ， 其 基 
分 别 为 1, Ga, Ga, Ga, Gs. 而 MMR=0. 

Gii) 乘 以 4 的 映射 是 WMz-e 到 M? ERE. 

证 fE M 中 非 零 元 素 ， 公 式 
(20) EENEG ER 

A pEH/G 
WEKO, Ki k>, 而 且 由 于 1/6 不 能 写成 
n+n'/24n'/3, n, w, ais, 

从 而 4 关 1， 这 就 证 明了 (i， 

现在 于 公式 (20) 中 取 = Gh，86=2，、 我 们 将 2/6 写成 
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nin /2 十 w'/3 的 形式 ， nm, w, aizp X R AEE nEn =O, 
n'=1, 这 就 表明 v, (G) 二 1 m4 p+p(mod G) Et v(a) 一 0. 
同样 用 于 Gs 即 可 证 明 w(Ga) =1 而 在 其 余 点 vp(Gs) =0， 这 
就 已 经 证 明了 4 在 “不 为 0， 从 而 4 不 恒 为 零 . 由 于 4 的 权 
为 反而 we(d) > 二 由 公式 (20) 给 出 we(4) = 二 HEH pHo 
时 op( 人 一 0 KARR, JH 上 没有 零点 ， 而 在 co 有 一 
个 单 零点 .如 果 JE 4 并 且 令 9 一 /4， 显 然 9 的 权 是 2 一 


12， 而 且 公式 

vlg) =o) -d Nid 1 Wé 5 Wa 
表明 对 所 有 ?2 均 有 v>, 因此 oe Mi, 这 就 证 明了 Gi, 

最 后 , 如 果 8 和 5 则 一 6<0, 由 (和 (让 ) 可 知 M2=0, 
这 就 表明 dim Mel 由 于 1 Ga GG Ge 分 别 是 Mo, 
Mə, Ms, Ma, Ms 中 非 零 元 素 ,， 我 们 有 dim Mp 二 1( 对 于 %= 
0, 2, 3, 4, 5), Saturn T GD. 

系 1 我 们 有 


[二 | 如 果 k=1Cnod6), k>0, 


(21) dim M,= , 
aES? 如 果 大 1 (mod 6), Kan. 


(这 里 [四 表示 o 的 整数 部 分 , 即 满足 g<z 的 最 大 整数 n.) 

证 公式 (21) 对 于 0<%<6 是 正确 的 、 此外， 当 将 五 改 
成 4+6 时, 表达 式 增加 1( 见 Go, 因此 这 公式 对 于 每 个 二 0 
HEM. 

系 2 Sé {GIG 2a+38=k, a, 8>>0 整 } 构成 
空间 Me 的 一 组 基 . 

证 ”我们 首先 证 明 这 些 单项 式 生 成 Mp， 当 <3 E, 这 
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gan p8mn bin, RIX bp. MAN 
Sëtz, SM 2y +38 =b OGA bi 这 都 是 可 能 的 ). 模 
形式 g= G3G8 在 co RHE. WMF f E Mo 则 存在 XEC, 使 
jj 为 cusp 型 ， 于 是 它 等 于 4 Ae Km. 然后 
对 九 利用 归纳 假设 即 可 . 

剩 下 要 证 明 这 些 单项 式 是 线性 无 关 的 .车 不 然 ， 函 数 
Gier 将 满足 一 个 非 平凡 的 复 系数 代数 方程 ， 从 而 它 必然 是 
常数 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 Gs 在 p 为 零 ， 而 Gs 在 p 不 为 
g. 

注 M- 总 Mi 是 分 次 (eraded) 代 数 ， 即 是 诸 Ms 的 


Ba Selz 了 ]->M ERS, CR rat Age 
Ga 和 Gs。 则 系 2 可 以 等 价 地 说 成 ,8 是 同 构 . 于 是 可 以 将 
M 等 同 于 多 项 式 代 数 CG, G], 


8.3， 模 不 变量 

我 们 令 
(22) 3 = 172893/4, 

命题 5 (a) RAER ORKA. 

(ui 7 在 总 中 全 纯 并 且 在 ce 有 单 极点 ， 

Loi 转 到 商 中 则 7 定义 了 五 /G 到 C 上 的 一 个 同 构 . 

证 由 多 和 4 的 权 均 为 12 即 可 证 得 (ay， 由 于 4 在 也 
上 不 等 于 0 而 在 co 有 单 零点 , 但 是 gs 在 ce 不 为 0 即 可 得 到 
O). 为 了 证 明 (o), 我们 必须 证 明 如 果 和 EO, WEER 

亡 =17281 A4 

有 了 唯一 的 零点 (mod G)， 将 公式 (20) 用 于 了 = 亡 和 大 =6 即 
可 证 明 这 一 点 . 因为 8/6=1 EAER ntn /24n"/3, n, n, 
n'>0, 必然 


WER 


(n, w, ni 门 一 (1 0, 0), (0,2, 0) 或 者 (0，0，3) ， 
29 T SE HG 上 只 有 唯一 的 零点 . 

命题 6 设 f 是 及 上 亚 纯 函数 , 则 下 列 诸 性 质 彼此 等 
价 : 

Ci) FÆR O 的 模 函 数 ; 

UU 了 了 是 权 相 同 的 两 个 模 形 式 之 商 ; 

《ii) 了 是 7 的 有 理 函 数 . 

证 BAA GDS. MERIME Oii). 
SERRA, 必要 时 对 了 适当 地 乘 以 了 的 一 个 多 项 式 ,我 们 
可 设 f 在 如 上 全 纯 . 因为 4 在 se 有 零点 , 从 而 有 整数 n>, 
使 9?=471 在 ce 也 全 纯 ， 函 数 9 是 权 1t2n 的 模 形式 ， 根 据 定 
理 和 4 的 系 2, 我 们 可 以 将 它 写成 一 些 0203 (2a 十 388= 6m) 的 线 
性 组 合 , 由 于 线性 , 我 们 可 以 设 9 一 05G 和 即 f=G3G8/4, 但 
是 24+3B6 一 6n RH p=a/3 和 9=B/2 均 是 整数 .于 是 

f= GGR /d+e, 
从 而 又 将 问题 归结 为 证 明 G3/4 和 G3/4 是 3 的 有 理 函 数 ， 而 
这 是 显然 的 . 

注 1) 如 上 所 述 ， 在 五 /G W RSU H/G 上 可 以 用 自 
然 方 式 定义 一 个 复 解析 流 形 结构 。 于 是 命题 5 即 是 说 7 定义 
出 已 /G 到 Riemann 球面 8*= OU{coy 之 上 的 同 构 ， 而 命题 
6 是 一 个 熟知 的 事实 , 即 8。 上 的 亚 纯 函 数 均 为 有 理 函 数 ， 

2) 系数 1728 一 26.83 的 引进 是 为 了 使 了 在 so 处 的 残 数 
等 于 1， 更 确切 地 说 , $4 中 的 级 数 展开 表明 . 


(23) EE Sat GEH, a, 


我 们 有 e(1) =22.33,1823 一 196, 884; 
c(2) =27.5.2099=21, 493, 760, 


WE 


c(m) 均 是 整数 , 并 且 它们 有 许多 有 趣 的 同 余 性 质 此 3 
n=0 (mod 2")=—>c(n) =0 (mod 27771, 
aset (mod 8) =c(n) =0 (mod 3% 3), 
n=0 (mod 5) Zeta) =0 (mod 5*3), 
n=0 (mod 79) =>c(n)=0 (mod 7°), 
ass (mod 119=ec(n) =0 (mod 11°), 


$4. 在 % 处 的 展开 
4.1. Bernoulli e B, 
Br 由 下 面 的 稳 级 数 展开 式 定 义 生 和 9, 


(24) =1—-5 + ZS (—1)*+1B, — 5 


ST 


er 1" 


8 9 


10 


283 x 617 
330 


3617 
510 


43867 
798 


14 


11x 131x593 | 103x 2294797 | 13 x657931 
6 


7 x 9349 x 362903 
870 


[ 注 1] 关于 这 方面 可 见 A. O. L. Atkin 和 J. N. L Brien, Trans. Amer. 
Math. Soc., 126, 1967, 以 及 Atkin 在 “Computers in mathematical 
research” (North Holland, 1968) 中 的 文章 ， 

[ 注 ?3] 在 一 些 文献 上 还 可 以 发 现 Bernoulli 数 bs 用 下 式 定 义 : 


Ce 1 pi 
于 是 b=], b= —1/2, Baas (el WI, T bo 一 (一 1)*-1B, 在 
研究 同 余 性 质 的 时 候 和 Leopoldt 将 Bernoulli 数 作 推广 的 时 候 , 用 
符号 5 更 合适 些 , 


B, 给 出 Riemann zeta 函数 在 正 偶 整 数 处 的 值 《 和 在 负 
奇 整数 处 的 值 ): 
命题 ” 如 果 4 之 1 是 整数 , 则 


Grat 922%-1 ER 
(25) We =a 。 
证 在 Bi 的 定义 公式 中 取 w%=2i 邑 得 到 恒等式 
(26) zotg vi ër, 
另 一 方面 , 将 
(27) sins=: Ñ (1-2) 
到 对 数 微 商 , 得 到 


ët 
一 工 一 25 Zi be, Ga 


(28) zcotgz=1+2 5 ` 


比较 公式 (26) 和 (28), 即 得 oi 2. 
KN 


(e, CO 


gmt ge 
FEET ， 《46) = EST Ké 


m8 gi 
t68) = EE E (10) = EELER 


8 691 .zz32 
(12) = 8° xDsxT7x1lx13’ 


8 2714 
?~ 81x5 x7x11x183' 
4.2. 函数 Gi 的 级 数 展 开 
现在 给 出 Eisenstein 级 数 GO 关于 g= 的 Taylor 
展开 式 ， 我 们 先 从 熟知 的 公式 开始 
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1 工 ey í 1 ) 
KI A we 

(29) m ctg az 2 4 Ki SSC 十 zm 
另 一 方面 我 们 有 


(30) or ctg az= mr 


COSTZ jn 9 十 工 
sin mz g—1 


o; 2i en n 
vn dE Tg Zei 29 . 
比较 一 下 即 得 
KEEN 
(31) ER pà (+ 2 —)=ai Zei 2q , 


将 (3 了 ) 式 逐次 微 商 , 就 得 到 以 下 的 公式 ( 它 在 6 之 2 时 是 对 的 ); 


1 x Sink-1g 
"1 d miy TE sët: Zei? Zi 


GEET Ek ze 
命题 8 对 于 每 个 整数 k>, 我们 有 


mm BOAON +H Toms) 


证 展开 : 
G) = > 


SEELEN SE 

应 用 以 nz 代替 z 的 (32) 式 , 得 到 
Gx (2) =—2L (2b) 1S Sey 
-2 OD HA om) 


R Gr(2) 一 25 (28) Bs(z), 其 中 


(34) Bro)=1+ ys ZS oat 4 (m0) 9", 
而 
Ab 
(35) Yr = (—1) ES 
GOEN 
数 yx 用 命题 7 计算 


_ Qa 1 Qu—1)*, (2p)! 
Ve- CO Gh-II Ba” 


NEE 


【 例 】 
E= 1+240 Seite ga= (Doc? Pa” 


Es=1—504 Bos(n) Vs 一 (2a) ê ay Ez. 
E, =14480 $ ong", 
nal 


Es=1~264 È o(a) g". 


65520 
Zeit eer AERO 
(65520 =2t x 37x 5x7 x13), 
Er=1-24 Ši EN 


注 我 们 在 $3.2 中 已 经 知道 , 权 8 和 权 10 的 异形 式 空 
间 的 维 数 都 是 1, 于 是 
(86) B=E, HBe= Es, 
这 等 价 于 恒等式 
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ay (n) = o3 (n) 十 120 So, (m) os(n—m). 
lico (n) =210s(n) — 100, (n) +5040 So, (mosln- m). 
更 一 般 地 , 每 个 Er 可 以 表示 成 Ea 和 Es 的 多 项 式 ， 


4&.3， 模 形式 系数 的 估计 
令 
(37) Pä Zag zsm 
是 权 24(h 之 2) 的 模 形式 ， 我 们 对 于 数 m 的 增长 情况 感 兴趣 . 
命题 9 sr. Wa, 的 阶 为 "2 ， 更 确切 地 说 ， 
存在 两 个 常数 4， 卫 > 0, 使 得 
(388) Ani LA < Bak) 
证 命题 8 证 明了 存在 正常 数 4, 使 得 
ge (—1)*Aosn1(n), 
于 是 EN = Aan 3 (n) > An, 另 一 方面 ， 
Wl A Seed BI in AË < Hoo, 


定理 5(Hecke) ”如 果 了 是 权 2k 的 cusp 型 , 则 
(89) an =0 a"), 
(aam, 当 nooo 时 商 TAL 保持 为 有 界 , ) 
证 因为 了 是 ousp 型 ,我们 有 a=0, 从 二 的 展开 式 (37) 
(40) |f 2) | =0 (g) =0 (0), 
其 中 2 一 Im(). 
FpD. AROMO RH ERREGT 
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不 变 ， 此外， 由 在 基本 区 域 卫 上 连续 ， 而 公式 (40) Em 
vz Hd äTd 这 就 推 得 由 是 有 界 的 ， 即 存在 常数 A 使 
得 
E TO1say GER), 

固定 y 而 让 在 0 到 1 之 间 变 化 ， 点 go" 跑 过 
中 心 在 0 的 图 周 0,， 由 残 数 公式 ， 

veer, JO dq | fetid 

GET DARIE IY Fourier 系数 推出 这 个 公式 . ) 

利用 公式 (41), 可 以 由 此 得 到 

elen, 
ENEE 
la| SMr, 

由 此 证 明了 定理 . 

系 “如果 也 不是 ousp 型 , 则 w DR wë 

证 RIES ARER Ath, A40, 为 ousp 型 ， 然 
后 利用 命题 9 和 定理 5 即 可 ， 因 为 n 与 war-+ 相 比 前 者 是 可 
以 “忽略 ” 掉 的 . 

注 定理 5 的 指数 可 以 改进 我们 有 

wi TT (对 任意 s>0) 
LN. A. Sol berg, Proc. Symp. Pure Maths. VIII, Amer. Math. 
Soc., 1965.) HEMRA RZA k- +e (对 任意 e>0), 
或 者 等 价 地 
an= 0 (nra (nm)), 

其 中 co(m) Ba WAFAA. RINES 5.6 中 还 要 加 到 这 个 
问题 上 来 . 
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Gd IKEF 
注意 到 
(42) A= g3 — 2793 = (20r) "2788-E: ~ ED 
= (2m) (q — 24g? +2520 — Läit, 
定理 6 (Jacobi) 


á= a)” D (Oe, 


[这 个 公式 用 椭圆 函数 的 方法 证 明 最 为 自然 ， 由 于 这 个 方法 
要 使 我 们 走 太 远 的 路 ， 所 以 在 下 面 简 述 另外 一 个 证 明 ， 这 个 
证 明 是 初等 的 ， 但 却 是 有 些 “ 人 为 ”的 ， 详 见 A. Hurwitz, 
Math. Werke, Bd. 1, pp. 578 ~595.] 
证 令 

(43) FO =g Ñ a-g), 

为 了 证 明 丸和 4 是 成 比例 的 , REEN F ER 12 的 模 形 式 ， 
事实 上 , 也 的 展开 式 的 常数 项 为 0， 从 而 也是 eusp 型 ， 此 外 


我 们 知道 (定理 分， 权 12 的 cusp 型 空间 MT 的 维 数 是 1， 由 
$ 2.1 的 命题 1, RIR EWE 


(44) F ( -二 ) =" F (2), 
,我 们 用 双生 级 
CORP L yo CO-DF eer 
un GEE 
HO =T Y qor D TETON 


DECH 


其 中 对 于 G 和 Ga， 符号 本 表示 (2 办 过 一 切 

(m, ais (0, O), m, nEZ; 
而 对 于 HMH, YER m, n) 过 一 切 Cm, n) (0, 0) 和 
G, 0). (注意 求 和 次 序 !) 

级 数 互 ; 和 五 容易 明显 计算 , 因为 有 公式 
t t od 
(m—1i+nz) (m+n) m—i+ng m+n’ 

我 们 发 现 它们 均 收 敛 ,而且 
Hi=2, H=2—2ri/z. 


进而 , 通 项 为 
1 1 
(m—1itnz)(m+nz) (m-+ng)? 
1 


= (m+nz)? (m—1+ng) 
的 双重 级 数 是 可 以 绝对 求 和 的 ， 这 表明 G-H G-H, 从 
而 级 数 G 和 Ga 收敛 (对 于 所 示 的 求 和 次 序 ), 并 且 


ai -G0 Hate HO. 
BROCI) ai, F 


(45) @aC(— 1/2) =27G (2) — 2riz, 

另 一 方面, 类似 于 命题 8 的 一 个 计算 给 出 
(46) a) =F- 8a Sol)", 
现在 回 到 由 (43) 定 义 的 西数 了 ， 它 的 对 数 微 商 是 

dF _ dg Ši — en 
aD eum Se 


一 Z (1—24 San)g" ). 
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与 (46) 比较 , 我 们 得 到 


(48) ZS BS ETA 
比较 (45) 和 (48) 两 式 ,我 们 有 
um PO- era 


-i Z (2A, (e) — Qorig) 


-TO pit, 
于 是 两 个 函数 F(—1/90 AF OA RRR AR. 从 而 
存在 一 个 常数 ,使 得 
SL-Lian-AeiRiai (对 于 每 个 EH). 

对 于 z= 我 们 有 z=I， 一 1/z=%， 而 了 (2) 关 0， 这 证 明 
k=1, 从 而 证 明了 (44) 式 .证 毕 。 

Æ ZO L. Siegel, Gesamm. Abh., III, n°62 中 可 以 
RIEF UOP- EC EECH 
III, Se 


4.5. Ramanujan 函数 
以 rw 表示 cusp $ F (e) = (2m) 1A) WR n DRA. 
于 是 有 


(50) È rore Å a-g, 
AA ne rln) mE Ramanujan 函数 ， 
EE ang 


DI 此 表 取 自 D. H Lehmer, Ramanujan’s function z (n), Duke Math. 
J., 10, 1943, 该 文 给 出 n30 KER ra). 
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n 1 | 2 | 3 4 5 | 6 | 了 
- EA 
DER 1 - 24 | 252 27 4830 | —6048 | —16744 
| | 
le JL 
n H 9 JE 12 
| 
D 84480 113643 | —115920 | 534612 -370924 
| 
zuo) 的 性 质 : 
(51) TR) -— Ota". 


这 是 因为 4 的 权 为 12, 见 $ 4.8 定理 5 
(52) t(nm) =r (n)r(m) (mR, m) =1), 
(53) Wiki weide 
2 为 素数 ,，m>>1 《〈 见 下 面 $85.5)， 
恒等式 (52) 和 (53) 是 由 Ramanujan 猜想 而 首先 由 Mordell 
证 明 的 .我 们 可 以 将 它 重 述 成 ， Dirichlet 级 数 
CEO 
有 下 面 的 Euler EFR: 
(54) Leg 人 了 BEER EE $5.4). 
根据 Heoke EH (W, 8 5.4), 函数 卫 * 可 以 延 拓 成 复 平 面 
EKIRA, 并 且 函 数 
(ec) I Gei, Gei 
在 shF>12 一 8 之 下 是 不 变 的 . 
ro) 对 于 mad äi, 3°, 55, 7, 23, 691 有 各 种 有 趣 的 同 余 
关系 .我 们 摘录 一 些 特殊 情形 (不 加 证 明 )， 
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(55) tn =n"; La) (mod 3’), 
56) T(n =nos (n) mod T), 

(57) t(n) =041 (n) (mod 691). 

关于 另 一 些 例 子 和 它 用 “人 adio 表示 ”的 解释 ， 可 另 De- 
lange-Pisot-Poitou 讨论 班 1967/1968, 第 14 ijf; Bourbaki 讨 
论 班 1968/1969 第 855 讲 和 1971/1972 第 416 H. 

最 后 我 们 谈 两 个 未 解决 的 问题 

a) (Ramanujan 猜想 见 $ 5.6) 是 否 对 于 每 个 素数 pH 
有 |TCp) | <20 

b) (Lehmer) 是 否 对 每 个 m A rC) +0 


$5. Hecke S F 


5.1. TOMREN 

对 应 设 召 是 一 个 集合 ,， 令 玉 ps 是 由 召 生 成 的 自由 
Abel 群 ， 召 上 的 一 个 (具有 整 系数 的 ) 对 应 (correspondence) 
是 Xs 到 自身 之 中 的 同 态 T， 为 了 给 出 了， 我 们 只 句 给 出 它 
E EZEREZ % 的 取 值 . 
(58) Pæ)= Ina), mle) EZ, 
其 中 对 几乎 所 有 的 y, aal =0. 

设 王 是 召 上 的 数值 函数 ， 它 可 以 QZ- REWI AR Xr 
上 的 函数 , 仍 记 为 了 ， 耶 经 过 了 T 了 的 变换 是 函数 了 oT 在 上 
的 限制 , 这 个 函数 记 成 TF， 采用 (58) 的 记号 我 们 有 
(59) TF (Œ=) =F T Gei =n) FY). 


ATPT) 设 纹 是 CG 上 的 全 部 格 所 构成 的 集合 ( 见 


"mi 这 一 猜想 已 为 PP， Deligne 所 证 明 ， 见 : P. Deligne，La conjecture de 
Weil, I, Publ. I. H. E. 8. 43 (1974), 273~307, —— 3 #7} 


WEE 


8$ 2.2)， 令 n>1 HER. RATAR R Z EE — A 
应 ， 它 把 一 个 格 变 换 成 它 的 所 有 指数 为 % 的 子 格 之 和 (这 是 
Xa 中 元 素 ) .于 是 我 们 有 

(60) TAr= JT ( 对 于 TEB). 


右边 的 和 式 是 有 限 和 .事实 上 , 所 有 的 格 T BHEE al, mA 
个 数 也 等 于 醋 /nT 了 一 (2Z/n2Z)’ 的 ww 阶 子 群 的 个 数 ， 如 果 呈 为 
素数 ， 易 知 这 个 数 等 于 nn 十 1 ( 即 nn 元 域 上 射影 直线 中 的 点 
#9. 

我 们 还 使 用 一 个 相似 算 子 RAEC, 它 定义 为 


(61) RI=MT (TER). 
一 些 公 式 ”对 应 人 (nn) 和 及 都 是 Abel F Xa 的 自 同 态 ， 
因此 它们 的 合成 是 有 意义 的 . 
命题 10 对 应 了 T 了 (nm) 和 BB 有 如 下 的 恒等式 ; 
(62) BR=R, Q, wnEO), 
(63) RT (n) =T (n)R, (n>1, AEO”, 
(64) 了 ONDTm) 一 TCmm) (如 果 (m， n) =1), 
(65) T(P)T (p) =T (p) + pT (pt R, 


(wp 为 素数 ,nn 之 1)， 

证 公式 (62) 和 (63) 是 显然 的 . 

公式 (64) 等 价 于 下 面 的 论 断 ， 设 (m, 由 =1, m, n>1, 
FLI" 是 格 工 的 指数 为 m 的 子 格 , WEET 的 唯一 的 一 个 
子 格 7 em LDD", HEC: =n, (Tr =m, 这 个 
论断 是 由 于 群 荆 /7" 的 阶 为 mmw， 它 可 唯一 地 分 解 成 一 个 m 
阶 群 和 一 个 % 阶 群 的 直 和 (Bezout 定理 )， 

为 了 证 明 (65), 令 工 是 一 个 格 ， 则 人 (pn) 于 (p) 工 ， 
WEE Ed we RT i WEE 的 一 些 格 的 
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REAA CES (TRI) =p. 以 T" 表 示 这 样 的 一 个 格 ， 
并 设 它 在 上 面 的 三 个 线性 组 合 公式 中 的 系数 分 别 为 mw 8 和 
c， 我 们 要 证 明 g=2! 二 2o， 即 要 证 明 a=1+pe, 因为 显然 等 
F1, 

我 们 有 两 种 情形 : 

i) I" 不 包含 在 pr pb 则 c=0, m a 为 满足 条 件 
ZT"CT'CT, T: =p WR T BAR. 这 样 一 个 格 包含 
pr. ÆT/pr 中 ，Z 的 象 的 指数 为 2， 它 包含 有 IT" 的 象 ， 
而 后 者 的 阶 数 为 p (从 而 指数 也 是 p»， 因 为 工 /pT 的 阶 数 为 
p”)， 于 是 只 有 一 个 7， 这 给 出 4 一 1， 即 公式 4=1 二 pe 是 正 
确 的 . 

Di Acal 我 们 有 c=1.。， 每 个 在 本 中 指数 为 p 的 格 
T 均 包含 nT， 从 而 也 包含 LD"， 这 给 出 a=p 十 Ll， 即 公式 
a=1 +p EEH. | 

SL 了 (p(w>1) 是 T(p) 和 的 多 项 式 ， 

证 对 ”归纳 , 由 公式 (65) 即 可 推出 . 

系 2 OR Soins) 生成 的 代数 是 交换 代 
数 . 它 包含 全 部 全 (由 . 

证 由 命题 10 和 系 工 即 可 推出 . 

TOER E ERC 

BF EI 2k W R ERAS 2.2), HEX 
(66) RF =F (对 一 切 和 ECO”. 

设 n 为 自然 数 . 公式 463) 表明 

R.T) F) =T (n) (RF) =P F, 
换 句 话说 , 了 (mn) 了 的 权 也 是 24, AR 64) 和 (65) A h. 
(67) TMTE =ThmF WMF (m, n) =1), 


(68) TDT PEF =T (pE +p T (pF 
(2 素数, n>). 


5.2. 一 个 关于 矩阵 的 引 理 

RT REH In, o) 的 格 ， ?为 自然 数 ， 下 面 的 引 理 给 
出 Z 的 全 部 指数 为 呈 的 子 格 . 

引 理 2 设 


“lle a) 


b 
如 果 el les, nr, 表示 基 为 


a b d 为 整数 , ad=n, a>], EE 


w = Get + bwa, ol =d 
的 工 之 子 格 . MERS oTe EA 5 BT) 之 上 的 一 一 喘 
射 ， 其 中 本 (w) 是 工 中 指数 为 n 的 子 格 全 体 所 构成 的 集合 . 
证 因为 det(o) 一 mn， 从 而 ToETCw)。， 反 之 ， 令 人 7'E 
Tn), 我 们 取 
Yi=T/(T'+202), Pa Bed (I'N Zo). 
它们 分 别 是 由 o 和 os 的 象 所 生成 的 循环 群 ， 设 它们 的 阶 数 
分 别 为 a 和 d.， 由 于 有 正 合 列 
0—>Y >T /T'>Y>0, 
从 而 ad=n, 如 果 ok dos, M El pm. FE 
oE", 使 得 
w =a (mod Zos). 
ERa Mo ÉRT MAk. eh RIT UE wi 写成 
形式 
oh =a4w Lon (GED), 
其 中 65 是 mod d 唯一 决定 的 。 如 果 对 5 加 上 条 件 0<2<a， 
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giba ie gel Ath DETER E Old de EIER E NS AB ere Se i 


这 就 唯一 决定 了 5， 从 耐 叭 -决定 了 以， 于 是 我 们 对 于 每 个 
D'EL m) 结合 一 个 矩阵 cCZJ ES 容易 检验 映射 cF> Le 
和 Z'o (D) i e FL, 这 就 证 明了 引 理 . 


0 
Lan 如 果 卫 是 素数 ， a 中 的 元 素 是 二 阵 [ 0 Ia 
1 b 
zen), WEEN 


5.3. T(n) 在 模范 数 上 的 作用 

设 大 为 整数 ， 了 是 权 28 的 弱 模 函数 ， 见 8 2.1， 我们 在 
$ 2.2 中 已 经 看 到 , 了 对 应 于 多 上 一 个 权 28 的 函数 了 了, 使 得 
(69) F(T (w, well = wf oa/aa) . 

RIET MSIS RA LRE nT aF AEA H 
上 函数 (注意 数值 系数 A", 它 使 下 面 的 公式 中 "没有 分 母 ). 
因此 由 定义 ， 
Cro) TS e) = TFT, 1)). 
或 者 由 引 理 2， 


mo Tage, ay (E75) 

命题 11 iT f 是 权 geg, R S A H 
上 全 纯 , MTF 也 在 互 上 全 纯 ， 并 且 有 
OD PTAS Gei? RC, d, 

OD PPAS- del 
(p 素数 , n=l). 

证 公式 (7 表明 OSEH 上 是 亚 纯 的 ， 从 而 为 对 
ERA. 此 外 ,如果 了 是 全 纯 的， Wat 也 是 全 纯 的 . 考虑 
P) D (F 的 定义 中 有 数值 系数 w+, 便 知 公式 C72) 和 (73) 可 
以 从 公式 (67) 和 (68) 推出 . 


在 co MR, "Ian, 即 它 在 co 处 亚 纯 ， 令 
(GA TO= Bm gr" 


m 


是 它 关 于 9= es 的 Laurent EFR. 
命题 12 KATAS 是 模 函 数 . 我 们 有 


(75) T (af 2) -2 y(m)g", 
其 中 
Oe r = 2." 


E 按照 定义 我 们 有 


T mf (2) = n-i Kä 人 一 下 KA c (m) eiriaitaäei hud 
ën l 


d, WẸ dim, 
oska 0, ÆW, 
因此 令 m/d=m, SS 

Tifa D eg, 


o>l, w EZ 


将 9 KEN mer E, 便 给 出 
"ga - Se B LÉI (多 


a(n, a) 
EA ETA 


现在 D primin l 


因为 了 在 co 处 亚 纯 ， 从 而 存在 整数 N>, Em- N 
时 clm) A BEN T be ai, Weil -0， 这 证 明 


Ki 
2 (oj 在 oo 处 也 亚 纯 、 因 为 它 是 弱 模 函数 ， 从 而 它 是 模 函 
数 ， 从 上 面 的 计算 即 可 给 出 公式 (76)， 
系 1 oi ona n) 0), yA =c). 
系 2 如果 呈 = 了 2 是 素数 , 则 
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c(pm), 如 果 m#0(mod p), 
ym) SR +p™ te E 如 果 m=0(mod p), 


系 3 如 果 了 为 模 形 式 或 者 onsp W, W TS 亦 然 . 

这 些 系 显然 成 立 . 

于 是 ， mw) 作用 在 8 3.2 的 空间 MMM 上 EWR 
们 在 上 面 所 看 到 的 , 这 些 算 子 彼此 可 交换 , 并 且 满 足以 下 的 便 


FR: 
(2) TnT) — Gan) (MEC, n)=1). 
《73) Tina =T (p) tur 


(素数, n>1), 


5.4. TWEEEN 
ESO- Èt ER AAS) 的 不 恒 等 于 零 的 模 


形式 ,我 们 假定 上 是 所 有 全 (om 的 本 征 函数 , 即 存在 复数 入 (n)， 
使 得 
(77) 了 (wo =A (对 于 每 个 站， 

定理 7 a) /中 9 的 系数 e1) A0, 

D WRS aRt o) = 工 标 准 化 , 则 
(78) cln) = 入 (mn) RA nel), 

证 MERIR Tf 中 g 的 系数 是 c(n)， 另 
一 方面 由 (77) 它 也 是 和 (we (1)， 于 是 clm) ~ 和 (mje(1)， 如 
果 6(1) =0, 则 所 有 cln) (n>>0) 均 为 零 ， 从 而 三 为 常数 ， 这 是 
不 可 能 的 .于 是 证 明了 a) 和 中 ). 

SI 两 个 权 28(%>0) 的 模 形式 如 果 均 是 所 有 Gi 的 
本 征 应 数 , 并 且 有 同样 的 一 些 入 (n), 而 且 均 是 标准 化 了 的 , 那 
么 它们 必然 相等 . 


WË TE 


证 将 由 用 于 这 两 个 函数 之 差 节 可 ， 
Si 在 定理 7，bp) 的 假设 下 ， 
(79) olmo) =elmn) (如 果 Gn, ai =1), 
(80) cD ep) — et TD nék (pY, 
证 事实 上 ， 本 征 值 和 (ww) =c(m) 满足 与 了 (w) 的 72) 和 
(73) 相同 的 恒等式 . 
公式 (79) 和 (80) 可 以 如 下 方式 解析 地 加 以 改变 : 令 
(81) DO) = De/ 


是 由 o(a) 定义 的 Dirichlet 级 数 ， 根 据 定理 5 的 系 , 这 个 级 数 
对 于 Beien >>28 绝对 收敛 . 
系 3 我 们 有 
B 1 
(82) DO =I KEE 
证 ”由 (79) 式 可 知 函 数 mwH> om) 是 积 性 的 ， 因 此 由 第 七 
章 § 3.1 引 理 4 可 知 B19) Kan DN NO 28 en 
=T, 我 们 归结 为 要 证 明 恒 等 式 
e n N 工 
(83) KR: 10 < B, (T ? 
Kë) einfer, ERA 
WT) =à È eT) et aiment, 
上 中 的 系数 是 c(p) --c(p) 0. Dal Dt, MH A 
数 根据 (80) 是 
o(p) — elpo Cp) +p™ "eC pt) =0. 
HERR Y RARAN et 1, 这 就 证 明了 (83) 式 . 
注 1) 反 过 来 ,公式 (81) 和 (82) 推出 公式 (79) 和 (80) 


WË ie 


人 ` vg: gf e et 


2) Hecke 证 明了 d, 可 以 解析 延 拓 成 整个 复 平 而 上 的 亚 
纯 函 数 ( 如 果 了 是 eusp 型 ， 它 甚至 可 以 解析 延 拓 成 复 于 面 上 
的 全 纯 函 数 ), 并 且 函 数 


(84) X8) = r) "L OPs) 
满足 函数 方程 
(85) X9 = (CDX, k-s), 


证 明 是 使 用 Mellin 变换 公式 
Xi -=| FD -f(y 


以 及 恒等式 f (1/2) =f). Hecke 还 证 明了 其 逆 ， 一 个 
Dirichlet 级 数 P 如 果 满 足 这 种 类 现 的 函数 方程 并 且 加 上 茶 
些 正规 性 和 增长 速度 的 一 些 假设 ， 则 丐 必然 是 从 一 个 权 姑 
HEJER S MA. 而 且 了 是 了 (w) 的 标准 化 本 征 函数 的 
RERE D 为 (82) 形式 的 Euler RR. "NR Hecke 的 
数学 著作 集 mn?83 和 A. Weil, Math. Annalen, 168(1967). 


5.5， 一 些 例子 

a) Eisenstein 级 数 ， 设 丰产 2 为 整数 

命题 18 Risenstein 级 数 Gx 是 所 有 T(n) 的 本 征 函 数 ， 
对 应 的 本 征 值 是 oa_1(m), 而 标准 化 本 征 函 数 是 


(86) (Cpe B= (—1)* EH Boo ln)g 


对 应 的 Dirichlet 级 数 是 和 C956(s 一 26 填 1), 

证 ”我们 首先 证 明 Cre 是 了 (mw 的 本 征 函 数 ， 这 上 只 要 对 
TCp) (素数 ) 证 明 即 可 ， 考 虑 加 是 0 之 格 集合 有 上 的 羡 
数 ， 我 们 有 

GD -BY $2.3), 


WER 


以 及 TAD = e 21, 
SYET. 如果?7E27， My 属于 在 T ERN p H p+) 
KR EETD AO P EECH lé ee 
如 果 ?YE 并 一 2 ， 则 ?7 只 属于 指标 2 的 一 个 子 格 ， 它 的 贡献 
是 1/7*， 因 此 

T(G =T) +p 2 Li 

一 GCT) 十 DGz(DT ) 一 (4 +p G(T), 

这 就 证 明了 Gr.( 看 作 是 史上 的 函数 ) 为 卫 ( 纪 的 本 征 函数 ， 而 
且 本 征 值 是 1+p。 "RIESS Ci 是 了 (2) 的 本 征 
函数 ， 而 且 本 征 值 是 p* mn oa LEI. $4.2 中 的 
公式 (38 少 和 (36) 表 明 , 与 Gr 相 结合 的 标准 化 本 征 函 数 是 


(一 d VT Šona), 
这 也 表明 TCn) e EE 
5 Oo a (n) Zeg = ef Je s 
= (È 1/45) Lie" 
-tLe—2+D). 
bD) ARR. 
命题 考 ARAE T(n) 的 本 征 函 数 ， 对 应 的 本 征 值 是 
T(m), 而 标准 化 本 征 西 数 是 
Gei I I (1-9) AOT 
证 这 是 显然 的 , 因为 权 12 的 eusp 型 空间 的 维 数 是 1， 


并 且 它 在 2 作用 下 不 变 . 
R RNA 


(52) Tm) =r(n)r(m) 《如 果 (m，m) -— D. 
(53) TPTP) 一 TCD) trëllen 
(p SH. oli, 

证 这 从 定理 7 的 系 2 推出 . 

注 WER 28 的 ousp 型 空间 A 的 维 数 是 1, 则 有 类 似 
结果 .这样 的 天 为 

k=6, 8, 9, 10, 11, 13, 

基 分 别 为 A As, AGs, AGa, AGs 和 AG. 


5.6. 补充 
5.6.1. Peterson 内 积 
设 f,g 是 权 2%(%>0) 的 两 个 ousp 型 ， 容 易 证 明 测 度 
plf, 9 =f Og ydrdy/y (wo— Relz), y=Im(z)) 
是 G- 不 变 的 , 并 且 在 商 空间 囊 /G 上 这 是 有 界 测度 ， 令 


e el pp D- | SOTO dady, 


我 们 得 到 M? 上 一 个 Hermite 内 积 ， 它 是 正定 非 退 化 的 ， 可 
以 验证 
(88) T (WF, =f, Tn) 9). 
这 表明 了 (nm) 是 关于 G, g 的 Hermite 算 子 ， 由 于 TP(n) 之 
间 是 彼此 可 交换 的 , 一 个 熟知 的 命题 可 推出 : 存在 M 的 一 组 
正 交 基 ， 使 它们 均 是 (mn) 的 本 征 向 量 ， 并 且 了 (nm) 的 本 征 什 
都 是 实数 . 

5.6.2. 整 性 

设 

MZ) {RA RERS- E ider (wm 是 整数 | 
可 以 证 明 存 在 Ma (Z) iy 2- 基 , 使 它 也 是 Me 的 C- 基 . | 更 确切 


WEE 


地 说 , 可 以 验证 Maftchrtogrte Fg a-g: 
为 偶数 时 {B&F?|at38=%/2, a, BENY, 


baai, [EF] co+38- 52 a, BEN|. | 


912 EH M2) E Ta) ia IER FI. gn 

得 到 结论 : T EM, LIN TAREE KA, 

特别 地 ,人 T(%) 的 本 征 值 是 代数 整数 (由 5.6.1 可 知 它们 是 
5.6.3，Ramanujan-Petersson 猜想 


SI: Boeng, o) -1 是 权 跑 的 ousp 型 ， 并且 是 


Tn) ski P af =1-elp) TtT (p 
素数 ) 是 8$ 5.4 公式 (88) 中 定义 的 多 项 式 ， 我 们 可 以 写 


(89) i, (T) = Q —aT) -a T), 

其 中 

(90) a+ta=c(p), aap = pt, 

Petersson 28 BE: ap Ma, EARM., matsen 
la| = [ap] =p, 

或 者 (oi aile än, 

或 者 jen) |< V200(w) ` (9 DI az. 


对 于 .4=6; 这 给 出 Ramanujan 猜想 : Jee [<2p2, 
(这 个 猜想 可 以 从 有 限 域 上 代数 流 形 的 广义 Weil 猜想 推 
出 来 , 见 P. Deligne, Bourbaki 讨论 班 1968/69, n°355, œ) 
E 我 们 指出 , 存在 关于 7 (m) 的 迹 的 显 公式 , 见 M. Eichler 和 A. Selberg, 
:Jour. Indian Math. Soc., 20, 1956. 
O 关于 有 限 域 上 代数 流 形 的 广义 Weil 448E P. Deligne 所 证 明 ， 见 前 
- 注 所 引文 献 .一 一 译 郑 注 


Sp Theta gë 数 

6.1. Poisson 公式 

设 广 是 % 维 实 向 量 空间 ， 具 有 不 变 测度 ， 设 玉 是 玉 
KIEZE, SAV ET pE tH a g (Hl. Schwartz, 
Théorie des Distributions, #4 § 3), fW Fourier 变换 
Let 
GD AO aO 
REV 上 的 快 降 光 滑 函 数 . 

现在 设 荆 是 六 的 格 ( 见 $2.2)， 以 表示 六 中 与 了 
对 侦 的 格 , BP 

Zi—iuchil/e y》E2， 对 每 个 ET}. 

不 难 验 证 六 可 以 等 同 于 工 之 2- 对 偶 (因此 叫 这 样 的 术语 )， 

命题 站 govs "` 则 有 


(82) Wo- Rro. 


用 oz 代替 风 之 后 ， 我 们 可 设 LU/ = RT 
Ze, én 我 们 可 以 把 六 等 同 于 R, mL ERF A u 
为 积 测度 de, de, 这 时 我 们 有 V =R, =Z", KERN 
归结 为 古典 的 Poisson 公式 (Schwartz， 同 上 ， 第 七 章 公式 
(7:5)). 


6.2. 到 二 次 型 的 应 用 

以 下 设 广 具有 正定 非 退 化 双 线 性 型 zy ( 即 z 关 0 时 vet 
>0)， 利 用 这 个 双 线 性 型 我 们 把 六 ' SFV, TER E 
成 了 中 的 格 . 我 们 有 


veiienenc? (Beef), 
GENEE 
(93) Or) Zem, 


我 们 在 六 上 选取 不 变 测 度 u, EIFE sa， rs EEV D 
正 交 基 , 则 由 s 定义 的 单位 立方 体 的 体积 是 4。 于 是 格 卫 的 
体积 可 以 定义 成。=jV/T), W$ 6.1, 

命题 16 ”我们 有 恒等式 
(94) Br 从 berg DE. 

证 今 f=e ”这 是 六 上 快 降 光滑 函数 .f 的 Fourier 
ZAF STFS. 事实 上 ， 取 六 之 一 组 正 交 基 ， 并 且 用 这 组 基 
将 六 等 同 于 BR"， 则 测度 jw 变 成 测度 dzw=Qw…dzn, 而 函数 了 
是 

f= i to) 
于 是 我 们 归结 为 证 明 e"” 的 Fourier 变换 是 eg, 而 这 一 点 
是 熟知 的 . 

现在 将 命题 15 用 于 函数 和 格 tv 本 ， 这 个 格 的 体积 是 

Mw, 而 它 的 对 偶 是 YT, 就 给 出 我 们 要 证 的 公式 


6.3. 矩阵 解释 
Bes e, en ET BHAE O aere, WERA 
(au) RZEIRIL IC nen pe SaecCt, W 


Zeit zc Dajte, 


函数 Br 可 以 写成 

(95) Or Gi 一 PN 
T 的 体积 为 

(96) v—det(A) +, 


e t46. 


ea pre en o 


这 可 以 如 下 看 出 : 设 &1,…, SEH 的 一 组 正 交 基 , 而 令 
8 一 5/ NEm 6 一 6 人 … 人 en 
我 们 有 e=Xhe, 其 中 |X| vw， 另 一 方面 , e*e 一 det(4)s.s， 比 
较 之 即 得 到 v2*=det(4). 
令 B= (bu) =A, 不 难 验证 (的 之 对 偶 基 由 下 式 给 出 ， 
@ =D bye, 

(@) 形 成 7"' 的 一 组 基 ，B= (4# "6)。 特 别 地 , 这 证 明了 ， 如 果 
v'=u(V/T"), 则 vw'=1, 


6.4. 特殊 情形 

我 们 对 于 具有 下 述 两 个 性 质 的 (V, T'as, 

G) 7'=T. 

这 意味 着 zyE 蔗 时 wyE2, 并 且 型 sy 定义 了 并 到 自 
身 之 上 的 同 构 。 MERRE, KEKEE A= (ere) 有 整 
系数 并 且 它 的 行列 式 等 于 11。 根据 (96) 式 ， 后 一 条 件 等 价 于 
v=İ, 

如 果 n=dimV, KPRP RI 属于 第 五 章 
$1.1 定义 的 范畴 Sn 反之， 如 果 全 E& 是 正定 的 并 且 令 
了 = 了 工 G@R, WY, DREG). 

G) 对 于 每 个 2E 卫 均 有 zz=0 (mod2), 

这 意味 着 二 是 第 开 类 的 (在 第 五 章 81I.3.5 的 意义 下 )， 
或 者 说 矩阵 4 的 对 角 元 素 ee HERK. 

我 们 在 第 五 章 已 经 给 出 过 这 种 格 三 的 一 些 例子 。 


6.5. Theta 函数 
在 本 小 节 和 下 一 小 节 中 , 我 们 假定 (V, 站 满足 上 一 小 节 
中 的 条 件 ( 让 和 (外. 


“147。 


设 m 之 0 为 整数 , 以 rr(m) 表 示 集 合 
{wz ET Iv.w=2m} 
的 元 素 个 数 . 容易 看 出 7?r(m) 为 m 的 一 个 多 项 式 所 界 ( 例 如 ， 
一 个 粗糙 的 体积 推导 可 以 给 出 7rGm) Oman, AE RU 
Šerm) lge 


Elg <i 中 收敛 ， 于 是 可 以 在 半 平 面 且 上 定义 函数 0r; 


(97) Ir = irrg =e, 
我 们 有 
(98) KIC pà DE pa erae 


函数 Ir AER I 0 theta 函数 ， 它 在 五 上 全 纯 . 

定理 8 (a) V WER nE 8 的 倍数 . 

(b) 函数 Or 是 权 /2 的 模 形 式 ， 

证 (a) 已 经 证 过 (第 五 章 §2.1 定理 2 的 系 2). 

我 们 证 明 恒 等 式 
(99) Or(—1/%) = ”gr ， 
因为 两 边 对 于 z 都 是 解析 的 , 只 需 对 *= 00 证 明 此 公式 ， 
我 们 有 

Or Cit) = HEP = Ori), 

KMH, Or (~1/8)=0r 0, FEEAR (94) 中 考 虑 到 
v=1 F =" 即 给 出 公式 (99) . 

因为 8|w 我 们 可 以 把 (99) 式 重 写 为 


(100) GIE = 0r). 
这 就 表明 Or 是 权 w/2 的 模型 . 


[我 们 简要 地 给 出 (a) 的 另 一 个 证 明 . 假设 8+% 必要 时 


H TOL 或 者 TOTGAGT IL T, HE n=4(mod8), 这 
时 公式 (99) 可 以 写成 
EECHER 

如 果 令 oH Ir O d, ZO SI ER, z 一 1/2 
之 下 变 成 一, HF oH Tert 2 FRE, R ST H o 
变 为 一 w 而 这 是 不 可 能 的 , Ee 

系 1 存在 着 权 w/3 的 eusp 型 六 ,使 得 
(101) 0: =Er+fr 其 中 天 一 mA 和. 

证 出 于 br(co) -也 MT Or Er E ousp 型 ,由 此 即 得 
结论 . 

53 RIB rrm) -E Ciel +O), k=n/4, 


证 RARI, 公式 (84) 和 定理 5 推出 . 

注 “误差 项 ” 广 一 般 不 为 零 . 但 是 Siegel 证 明了 fr 的 
加 权 平 均 是 零 ， 更 确切 地 说 ， 以 0 天 示 满 足 条 件 G) M G) 
的 格 同 构 类 集合 ， 以 gr 党 示 TEO pp pr Zort DR 
五 章 8 3.3)， 则 有 


1 pe 
(102) ko n=0, 
或 者 等 价 地 ， 
Lo -wt 
(108) e Or= ÄM, Bi, 其 中 M= $ z 


注意 这 也 等 价 于 说 , Or IFE EH T C) bk Ate e. 
公式 (102) 7 (103) 的 证 明 见 O. L. Siegel £% n°20, 


6.6. 例子 
i) m=8 情形 . 
权 m2 一 4 的 每 个 cusp 型 均 为 零 ， 于 是 由 定理 8 的 系 1 


WEZ E 


Wan, E, 换 名 话说 ， 

(104) eet 一 2400s《m) (对 于 每 个 整数 % 之 1). 

这 可 用 于 第 五 章 81.4.3 中 构 作 的 格 Ts( 注 意 这 个 格 是 Os 中 
唯一 的 元 素 ). 


ii) w 一 16 情形 . 
我 们 有 (理由 同上 ) 
(105) r= E, =14+480 Sio (m) g”, 


这 里 可 取 志 一 Ts7Ts 或 者 全 -Tie( 记 号 见 第 五 章 8 工 .4.3). 
这 两 个 格 虽 然 不 同 构 ， 但 是 有 同样 的 zeta 函数 ， 即 它们 表示 
每 个 整数 的 次 数 是 一 样 的 . 

注意 附着 于 格 DOL: 的 函数 0 是 Ts 的 函数 0 的 平方 . 
因此 我 们 发 现 一 个 恒等式 : 


oo 2 oe 
D +240 Š os(m) e") —1+480 Š) o: (m) g", 


ii) n=24 É. 

权 12 的 模 形式 空间 是 2 维 的 。 它 的 基 可 取 如 下 的 两 个 
函数 ， 
Je Stier 


一 1 


五 6= 工 十 


F= (2m) 4g (ein Srlm)g", 
于 是 , SI 相 结合 的 theta 函数 可 以 守成 
(106) Or=EstcrF (er€EQ). 
我 们 有 


(107) rr(m) = 65520 


691 
W m=1 即 决定 系数 cr 


e 1 BO: 


gau (m) 十 CrT (m) (m>1), 


(108) er=rr(1) — 7. 
由 于 65520/691 不 是 整数 , 从 而 or 关 0. 

【 例 ] a) J. Leech 所 构 作 的 格 (CGanad. J. Math., 16, 
1964) È eil 0. 于 是 


_ _ 65520 ` on. ap 
OP 一 BT 一 24x 83x5 x7 x 18/691, 


b) XF Zi feels, RIVE ec =8 x240, 于 是 


on = 482000 _ 97 x 38 x 53/691. 


691 
oi HFI =I u, 我 们 有 7?r(1) =2x24x28, 于 是 
_ 697344 _ ow 
or= -2 x8 x 227/691, 


6.7. A 

由 于 我 们 只 考虑 全 模 群 9G 一 PSLa(Z)， 使 我 们 只 限于 研 
究 8$6.4 中 具有 很 强 条 件 的 格 . 特别 地 ， 我 们 不 能 处 理 最 自 
然 的 情形 , 即 二 次 型 

tete, 

这 个 二 次 型 满足 条 件 \i)， 但 是 不 满足 条 件 (i 让。 它 所 对 应 的 
theta 函数 对 于 G 的 由 态 和 了 T? 生 成 的 子 群 是 “ 权 w/2 的 模 形 
R OE w/2 不 一 定 是 整数 ).，G 的 这 个 子 群 对 于 @G 的 指标 
为 8， 它 的 基本 区 域 有 两 个 “eusp “， 对 应 这 两 个 “susp” 有 两 
种 类 型 的 “Eisenstein RA. 使 用 这 些 Bisenstein 级 数 , 我 们 
得 到 把 一 个 整数 表 为 % 个 平方 之 和 的 表现 个 数 公式 ， 详 见 文 
献 目 录 中 所 引 的 书 和 文章 , 
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